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Cette relation permet de définir la coordonnée du rotationnel dans une direc-
tion quelconque de vecteur unitaire �n .
On en déduit :

C =
∮
(C)

�V · −→dM =
∫∫

(S)

(−→
rot �V

)
· −→dS

Cette formule, dite de Stokes (voir paragraphe 1.8), facilite parfois le calcul
de la circulation d’un vecteur le long d’un contour fermé.

1.6.4 Laplacien

L’opérateur Laplacien (noté �) est défini par :

� = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2

Il peut s’appliquer à une fonction scalaire :

� f = ∂2 f

∂x2
+ ∂2 f

∂y2
+ ∂2 f

∂z2

ou à un vecteur :

� �V = ∂2 �V
∂x2

+ ∂2 �V
∂y2

+ ∂2 �V
∂z2

= �ex�Vx + �ey�Vy + �ez�Vz

L’intérêt de tous ces opérateurs vectoriels est d’une part, de permettre une
écriture concise des équations dites « locales » (exemple : équations de
Maxwell), et d’autre part, de faciliter les calculs, grâce aux relations vecto-
rielles qui existent entre eux, et aux transformations intégrales qu’ils per-
mettent d’effectuer.

1.7. RELATIONS VECTORIELLES

Produit mixte : �A · ( �B ∧ �C) = �C · ( �A ∧ �B) = �B · ( �C ∧ �A) (1.12)

Double produit vectoriel : �A ∧ �B ∧ �C = �B( �A · �C) − �C( �A · �B) (1.13)

1.7  RELATIONS VECTORIELLES 13
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1.1. On considère le champ vectoriel :

�A = (3x2 + 6y)�ex − 14yz�ey + 20xz2�ez

Calculer la circulation de �A entre les points (0, 0, 0) et (1, 1, 1) le long des chemins
suivants :

a) le segment de droite joignant ces deux points,

b) les segments de droite allant de (0, 0, 0) à (1, 0, 0) puis de (1, 0, 0) à (1, 1, 0) et
enfin de (1, 1, 0) jusqu’à (1, 1, 1).

Ce champ vectoriel est-il un gradient ?

1.2. Soit le champ vectoriel :

�V (M) =
−−→
O M

O M
avec    

−−→
O M = r �er

Calculer la circulation de �V le long de :

a) la spirale logarithmique d’équation polaire :

r = aekθ, entre         θ1 et   θ2

b) la cardioïde :

r = a(1 + cos θ) , entre         0 et   π.

1.3. On considère le champ vectoriel :

�V = (2x − y)�ex + (2y − x)�ey − 4z�ez

Montrer que ce champ est un gradient, et déterminer la fonction scalaire ϕ dont il

dérive par la relation      �V = −−→
grad ϕ.

1.4. Un champ de vecteur �E, dans l’espace orthonormé �ex , �ey, �ez, est caractérisé par
ses composantes :

�E =
⎛⎝ yz

zx
f (x,y)

⎞⎠ où f ne dépend que de x et y.

Exercices 17
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On en déduit finalement :

ϕ = x2 − yx + y2 − 2z2 + C

1.4. Le champ �E est défini par :

�E = yz�ex + zx�ey + f (x,y)�ez

1) Pour que �E soit un gradient, il faut que les dérivées croisées de ses composantes
soient égales deux à deux, soit :

∂ Ex

∂y
= ∂ Ey

∂x

⇒ z = z qui est vérifié identiquement

∂ Ey

∂z
= ∂ Ez

∂y
∂ Ez

∂x
= ∂ Ex

∂z


⇒


⇒

x = ∂ f

∂y
∂ f

∂x
= y

⎫⎪⎬⎪⎭ conditions nécessaires

∂ f

∂y
= x 
⇒ f = xy + g(x)

∂ f

∂x
= y + dg

dx
= y 
⇒ dg

dx
= 0 
⇒ g = C

La fonction f doit donc être de la forme :

f = xy + C

2) Pour déterminer le potentiel V , on écrit que �E = −−−→
grad V . D’où :

Ex = yz = −∂V

∂x

⇒ V = −xyz + u(y, z)

Ey = xz = −∂V

∂y
= xz − ∂u

∂y

⇒ u = v(z)

Ez = xy + C = −∂V

∂x
= xy − ∂u

∂z

⇒ v = −Cz + cte

On en déduit :

V = −xyz − Cz + cte

3) Circulation entre les points (0, 0, 0) et (1, 1, 1)

22 1   Calcul vectoriel
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D’où : � =
∫∫∫

τ
r4 sin θ dr dθ dϕ

=
∫ a

0
r4 dr

∫ π
2

0
sin θ dθ

∫ 2π

0
dϕ

= a5

5
× 1 × 2π = 2πa5

5

1.8. 1) V = 2z�ex + 3�ey + 2xy�ez

div �V = ∂Vx

∂x
+ ∂Vy

∂y
+ ∂Vz

∂z
= 0

Soit S la surface totale de la demi-sphère (hémis-
phère + base) et τ le volume de cette demi-sphère.

Le théorème de la divergence permet d’écrire :

�S = ©
∫∫

(S)

�V · �N dS =
∫∫∫

(τ)
div �V dτ = 0

� (sortant)
hémisphère

+� (sortant)
disque

= 0 
⇒ � (sortant)
hémisphère

= � (rentrant)
disque

= 0

2) On en déduit :

� (sortant)
hémisphère

=
∫∫

disque
2xy dS avec   

⎧⎨⎩
x = r cos θ

y = r sin θ

dS = r dr dθ

� =
∫∫

disque
2r3 sin θ cos θ dθ dr

= 2
∫ 2π

0
sin θ cos θ dθ

∫ R

0
r3 dr = 0

1.9. �V = K
�r

r3
= K

�er

r2

a) Si la surface fermée contient l’origine, on ne peut pas appliquer le théorème de
Green-Ostrogradsky car div �V n’est pas définie en O. Il faut faire un calcul direct :

� =
∫∫

(S)

�V · �N dS = K
∫∫

(S)

dS

r2
�N · �er

= K
∫

(S)

d� = 4πk

Corrigés 25
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• les distributions continues de charge : hypothèse d’une charge macrosco-
pique permettant de définir une charge infinitésimale dq, à laquelle on peut
appliquer les formules établies dans le cas d’une charge ponctuelle, avant
d’intégrer sur la distribution.

On définit ainsi les densités :

– linéique sur un fil : λ = dq

d�
[C · m−1]

– surfacique (ou surperficielle) sur une surface : σ = dq

dS
[C · m−2]

– volumique dans un volume : ρ = dq

dτ
[C · m−3]

auxquelles correspondent respectivement les charges infinitésimales λ dl,
σ dS et ρ dτ.

2.2. LOI DE COULOMB

Soit deux charges q et q ′ placées en M et M ′ et distantes de r. Ces charges
peuvent être positives ou négatives, mais dans le cas de la figure, nous suppo-
serons qu’elles sont de même signe.

La loi de Coulomb permet de déterminer la

force �FM ′ exercée par q sur q ′, ou encore la

force �FM exercée par q ′ sur q, ces deux for-
ces étant égales et opposées, conformément
au principe de l’action et la réaction.

Cette loi s’écrit :

�FM ′ = K
qq ′
r2

�uM M ′ (2.1)

ou �FM = K
qq ′
r2

�uM ′M avec         K = 1

4πε0
= 9 · 109 S.I.

�uM M ′ est le vecteur unitaire porté par le support de M M ′, orienté de M vers
M ′, (on dit dans le sens qui va de la cause vers l’effet).

La force est répulsive si les charges sont de même signe, elle est attractive
si elles sont de signes contraires.

Cette loi traduit l’interaction entre les deux objets q et q ′. Les notions de champ
et de potentiel permettent de préciser les propriétés relatives à un seul objet.

28 2   Champ électrostatique dans le vide
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Les surfaces équipotentielles V = cte sont des sphères centrées en M. En
effet, sur ces surfaces, on a :

dV =
(−−→

grad V

)
· −→d� = − �E · −→d� = 0 �⇒ −→

d� ⊥ �E

2.3.3 Cas d’un système de charges

Lorsque n charges ponctuelles existent simultanément en des points M1,
M2,. . . ,Mn , le principe de superposition permet d’écrire :

– pour le champ résultant en un point M (avec ri = Mi M =/ 0) :

�EM = K
∑

i

qi

r2
i

�uMi M (2.5)

– et pour le potentiel résultant :

VM = K
∑

i

qi

ri
(2.6)

Dans le cas de distributions continues de charges, on aura de même :

– pour un fil chargé uniformément :

�EM = K
∫

AB

λ d�

r2
�u P M

VM = K
∫

AB

λ d�

r

– pour une surface chargée uniformément :

�EM = K
∫∫

(S)

σ dS

r2
�uM M ′

VM = K
∫∫

(S)

σ dS

r

–  et pour un volume chargé uniformément :

�EM = K
∫∫∫

(S)

ρ dτ

r2
�uM M ′

VM = K
∫∫∫

(τ)

ρ dτ

r

30 2   Champ électrostatique dans le vide
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V = Kλ

(z2 + R2)1/2

∫ 2πR

0
d�

V (z) = λR

2ε0(R2 + z2)1/2

3) Calcul du champ à partir du potentiel  

V = λR

2ε0(R2 + z2)1/2
+ Cte �E = −−−→

grad V

On a successivement :

Ex = −∂V

∂x
= 0 Ey = −∂V

∂y
= 0

Ez = −dV

dz
= λRz

2ε0(R2 + z2)3/2

�E(z) = λRz

2ε0(R2 + z2)3/2
�ez

Exemple 3. Champ créé par un disque de rayon R portant une densité

de charge surfacique uniforme σ = dq

dS
, en un point M de son axe Oz.

On suppose σ > 0. Calculer le potentiel et en déduire le champ.

On peut considérer le disque comme engendré par un fil circulaire de rayon
r et d’épaisseur dr, quand r varie de O à R.

De la sorte, on peut appliquer les résultats de
l’exemple précédent.

Pour trouver la correspondance des densités
de charge, on écrit que la charge 2πrλ portée
par le fil de l’exemple précédent est mainte-
nant portée par le fil de même rayon mais d’é-
paisseur dr. On a donc la correspondance :

2πrλ 
−→ 2πr drσ et  λ 
−→ σ dr
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1) Calcul du potentiel

V = λR

2ε0(R2 + z2)1/2 est à remplacer par    dV = σr dr

2ε0(r2 + z2)1/2

V = σ

2ε0

∫ R

0

r dr

(r2/z2)1/2

= σ

2ε0
[(r2 + z2)1/2]R

0

= σ

2ε0
[(R2 + z2)1/2 − |z|]

2) Calcul du champ

En faisant le même calcul directement, ou

en passant par �E = −−−→
grad V , on trouve :

�E = σz

2ε0

[
1

|z| − 1

(R2 + z2)1/2

]
�ez

Remarque :

• On peut noter la discontinuité du champ
�E au passage par le point O(z = 0).

• Le champ créé par un plan portant une
densité de charge σ peut se déduire du
résultat relatif au disque, en faisant ten-
dre R vers l’infini.

On trouve : �E = σ

2ε0

z

|z| �ez

• Le calcul direct du champ �E créé par un disque chargé superficiellement,
en un point M de son axe, sera proposé comme exercice.

Exemple 4. Potentiel créé par une sphère de centre O et de rayon R,
chargée uniformément, en un point M extérieur à la sphère.

1) Sphère chargée en surface

Soit σ la charge surfacique.

36 2   Champ électrostatique dans le vide
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positives. Le moment dipolaire moléculaire aura tendance à s’aligner avec

le champ �E . On dit que la molécule (ou la substance) se polarise.

• Énergie potentielle du dipôle dans le champ �E :

Ep = qVB − qVA = q(VB − VA)

Or le champ appliqué �E est lié à VB − VA par

�E = −−−→
grad V = −∂V

∂x
�ex = −�V

�x
�ex = −VB − VA

a cos θ
�ex

On en déduit :

Ep = −aq E cos θ

soit Ep = −pE cos θ = − �p · �E
L’énergie potentielle est minimum lorsque  θ = 0, indiquant que le dipôle est
en équilibre stable quand il est orienté parallèlement au champ appliqué.

b) Cas d’un champ non uniforme

Dans ce cas, les forces �FB et �FA ne sont plus égales et opposées. Il en résulte
une force qui va déplacer le dipôle dans son ensemble. On aura donc un mou-
vement de translation de centre de masse O du dipôle, en plus du mouvement
de rotation autour de O.

La force résultante est liée à l’énergie potentielle par :

�F = −−−→
grad �Ep

On aura donc :

�F = −−→
grad ( �p · �E)

2.8  DIPÔLE ÉLECTROSTATIQUE 41
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On a de même :

�E2 + �E3 = 2E2 cos
π

4
�ey = 2K

4q

a2

√
2

2
�ey

= 4K
q

a2

√
2�ey soit :

�E = 2K q

a2

√
2�ey

Le champ résultant �E est donc :

– dirigé suivant l’axe y′oy ;

– dans le sens positif de l’axe y′oy ;

– de norme E = 2K q

a2

√
2.

A.N . : E = 9 · 109 × 10−8 × 2
√

2 = 254,6 V · m−1

2) Détermination du potentiel V en O :

Soient V1, V2, V3 et V4 les potentiels créés par les charges q1, q2, q3 et q4 en O.

V = V1 + V2 + V3 + V4 = 2K q

a
√

2
[1 − 2 + 2 − 1]

soit : V = 0

3) Variation du potentiel sur les axes x ′Ox et y′Oy

46 2   Champ électrostatique dans le vide
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�E ′
M = 4K q

�M2
ε1 �ey

A.N . : �E ′
M = 3,18 · 106 Vm−1

3) À la distance �M = 20L, l’erreur relative effectuée en utilisant l’approximation
dipolaire est :

�E

E
= EM − E ′

M

EM
� 3ε2

2

2 × 2ε1
= 0,056

L’approximation dipolaire sera meilleure pour une distance �M bien supérieure à 20L.

2.6. 1) Le champ électrique �E étant uniforme
et parallèle à AB, les surfaces équipotentielles

V = cte sont les plans perpendiculaires à �E,
donc à AB (voir paragraphe 3).

2) −dV = �E · −→d� ou
�E = E cos θ�ur − E sin θ�uθ

et   
−→
d� = dr �ur + r dθ �uθ

−
∫ V (M)

V (O)

dV =
∫ r

0
E cos θ dr

V (O) − V (M) = +Er cos θD’où

V (M) = V (O) − Er cos θ

3) a) Le dipôle est soumis à un couple de forces de moment :

�� = �p ∧ �E = q
−→
AB ∧ �E = �0 (car   

−→
AB// �E)

Le dipôle est donc en équilibre ; l’équilibre
est stable car, lorsqu’on écarte légèrement
le dipôle de sa position d’équilibre, le cou-

ple de forces (
−→
q E, −−→

q E) tend à l’y rame-
ner.

Corrigés 53
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2) a) Énergie potentielle du dipôle placé en M :

Ep = − �p · �E = −(p�ur ) ·
(

2K pA
�ur

r3

)
= −2K pA p

r3

b) Force à laquelle est soumis le dipôle placé en M :

�F = −dEp

dr
�ur = −6K

pA p

r4
�ur (attractive)

3) a) Énergie potentielle du dipôle induit.

Comme �p = β �E, on a :

Ep = − �p �E = −βE2 = −βK 24p2
A

r6
= −4βK 2 p2

A

r6

b) Force à laquelle est soumis le dipôle induit :

�F = −βK 2 24p2
A

r7
�ur (attractive)

4) L’allure de la courbe de l’énergie poten-

tielle qui est en − 1

r3
(2e question) ou en − 1

r6

(3e question) montre que dans les deux cas la
position d’équilibre est l’infini ; le dipôle
induit est attiré par le premier dipôle.

Pour rendre compte de la stabilité du système
de molécules, il faut introduire, dans l’énergie
potentielle, un terme de répulsion à courte dis-
tance.

Corrigés 55
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3.5. ÉQUATIONS DE POISSON ET DE LAPLACE

En présence d’une densité volumique de charge, on peut écrire les deux lois
locales : ⎧⎪⎨⎪⎩

�E = −−−→
grad V

div �E = ρ

ε0

�⇒ div(−−−→
grad V ) = ρ

ε0

Or   div (
−−→
grad) = �∇ · �∇ = � . On en déduit :

�V + ρ

ε0
= 0 (équation de Poisson) (3.4)

et dans le vide :

�V = 0 (équation de Laplace) (3.5)

3.6. CONDITIONS DE PASSAGE À L’INTERFACE
ENTRE DEUX DISTRIBUTIONS DE CHARGES DIFFÉRENTES

Soit deux points M1 et M2 infiniment voisins du
point M pris sur l’interface séparant les deux distri-
butions.
En ces points, on a respectivement :

�E1 = E1T �T + E1N �N12

�E2 = E2T �T + E2N �N12

où �T est le vecteur unitaire porté par la tangente en M à l’interface, et �N12 est
le vecteur unitaire normal à l’interface, orienté du milieu (1) vers le milieu (2).

On veut exprimer que la circulation de �E le long du contour fermé élémen-
taire (C) représenté sur la figure est nulle. En supposant que la contribution
des côtés AD et BC est négligeable devant celle des côtés AB et DC , on peut
écrire : ∮

(C)

�E · −→d� = 0 = E1T AB − E2T C D avec    AB = C D

60 3   Théorème de Gauss
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on en déduit : �E1T = �E2T (3.6)

La composante tangentielle de �E se conserve, malgré la discontinuité de ρ
sur l’interface.

Supposons maintenant que l’interface porte une
charge surfacique σ.
On considère le parallélépipède élémentaire
représenté sur la figure, et on cherche à détermi-
ner le flux de �E sortant de ce parallélépipède.
La contribution des densités volumiques ρ1 et ρ2
à ce flux étant un infiniment petit du 3e ordre
comparée à la contribution de la densité surfa-
cique σ qui est du 2e ordre, on peut ignorer les
charges volumiques et écrire :

� =
∫
(S totale)

�E · −→dS = E2N S − E1N S

Le théorème de Gauss s’exprime par :

� = σS

ε0

on en déduit :

�E2N − �E1N = σ

ε0
�N12 (3.7)

La composante normale de �E subit une discontinuité proportionnelle à la
densité surfacique σ. Elle ne se conserve que si l’interface ne porte pas de
charges.

Le calcul du champ �E au voisinage d’un plan infini chargé, effectué dans
l’exemple 3 du chapitre 2, a montré que ce champ est donné par
�E = ± σ

2ε0
�N12 de part et d’autre du plan.

On retrouve bien la discontinuité égale à 
σ

ε0
en traversant le plan chargé.
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D’où la variation de E en fonction de r représentée sur la figure.

3) Calcul du potentiel

Le champ �E étant radial, dV = − �E · −→dr = −E dr. À l’extérieur, on a :

Vext = −
∫

Eext dr = −ρR3

3ε0

∫
dr

r2
= ρR3

3ε0r
+ C1

Lorsque      r −→ ∞ V −→ 0 �⇒ C1 = 0.

À l’intérieur :

Vint = −
∫

Eint dr

= − ρ

3ε0

∫
r dr

= −ρr2

6ε0
+ C2

La continuité de V à la surface de la sphère donne :

ρR3

3ε0 R
= −ρR2

6ε0
+ C2 �⇒ C2 = ρR2

2ε0

Finalement : Vint = ρ
R2

2ε0

[
1 − r2

3R2

]

Exemple 3. Application de l’équation de Poisson

Retrouver l’expression du potentiel V (r) créé par une sphère chargée d’une
densité volumique ρ en intégrant l’équation de Poisson.

L’équation locale de Poisson s’écrit :

�V = − ρ

ε0

Par suite de la symétrie sphérique, on a :

�V = 2

r

∂V

∂r
+ ∂2V

∂r2
= 1

r

∂2(r V )

∂r2

64 3   Théorème de Gauss
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3) À partir de l’expression de ce champ sur une sphère de centre O et de rayon r ,
déterminer la charge interne Q(r) contenue dans cette sphère. En déduire la charge
totale de la distribution.

4) Calculer la densité volumique de charge ρ, à la distance r , en précisant son signe.

5) Montrer qu’au point O, il existe une charge positive finie, dont on précisera la
valeur en fonction des données. Quelle est alors l’expression du champ au voisinage
de O ?

6) Comment peut-on finalement décrire la distribution de charge proposée ?

3.5. Exprimer le champ électrique créé en tout point de
l’espace par une distribution volumique de charge
ρ(> 0) répartie uniformément entre deux cylindres
coaxiaux de longueur infinie de rayons respectifs R1 et
R2 (R1 < R2) ,

1) en utilisant le théorème de Gauss,

2) à partir de l’équation locale :

div �E = ρ

ε0

3.6. Une sphère de centre O et de rayon R contient une charge Q répartie uniformé-

ment avec une densité volumique  ρ = 3Q

4πR3
.

1) Exprimer le potentiel en tout point de l’espace en utilisant les équations locales de
Laplace et de Poisson.

2) En déduire le champ électrique �E(r).

3) Retrouver l’expression de �E(r) en appliquant le théorème de Gauss.
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Les charges σ1 dS1 et σ2 dS2 qui se font face sur deux éléments de surface
correspondants sont égales et opposées (théorème de Faraday).
L’influence est dite partielle car seule une partie des lignes de champ issues
de (C1) aboutit à (C2).

4.5.2 Influence totale

Si l’un des deux corps (C2 par exemple)
entoure totalement l’autre, il y a cor-
respondance totale entre les charges de la
surface (S1) de (C1) et la surface interne
(S2) de (C2).
On peut alors écrire :

Q1 =
∫
(S1)

σ1 dS1 = −
∫
(S2)

σ2 dS2

Les charges globales portées par les deux
surfaces en regard sont égales et opposées.
On peut donc résumer la situation de la manière suivante :

– dans la partie massive de (C1) : �E1 = �0,

– sur la surface de (C1) : charge Q1 > 0 créant �E2,

– sur la surface interne de (C2) : charge −Q1,

– dans la partie massive de (C2) : �E = �0,

– sur la surface externe de (C2) : apparition de la charge +Q1 pour assurer
la neutralité de (C2) (si l’on suppose (C2) neutre au départ),

– à l’extérieur des deux conducteurs : le champ �Eext est celui créé par la
seule charge Q1 portée par la surface externe de (C2).

4.6. CAPACITÉ D’UN CONDUCTEUR UNIQUE

Soit un conducteur porté au potentiel V. Il apparaît
alors sur sa surface, une charge q définie par :

q = ©
∫∫

(S)
σ dS

Si le potentiel devient V1, puis V2, puis V3, la
charge devient q1, q2, q3. Les relations charge-

88 4   Conducteurs en équilibre
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Comme la surface de la feuille métallique est une équipotentielle

V ′
M1

− V ′
M2

= 0
Q

C ′ = Q

C1
+ Q

C2
où           C1 = ε0S

d1
et    C2 = ε0S

d2

Par conséquent, l’ensemble (P) + (M) est équivalent à deux condensateurs mis en
parallèle.

On en déduit : C ′ = C1C2

C1 + C2
= ε0S

d1 + d2
= ε0S

d − e

soit : C ′ = ε0S

d

(
1 − e

d

) = C

1 − e

d

A.N. :
e

d
= 1

2,5
= 0,4 �⇒ C ′ = C

0,6
= 1,7 · 10−9 F

V ′
A − V ′

B = Q

C
= C

C ′ (VA − VB)

A.N. : V ′
A − V ′

B = 0,6 × 500 = 300 V

4.2. 1) On a successivement :

C ′ = 4πε0 R1 = R1

K
et      V1 = Q1

C1
= K

Q1

R1

A.N. : C1 = 10−11F = 10 pF       et       V1 = 103V = 1 kV

2) La charge Q1 va se répartir sur les deux sphères de façon qu’à l’équilibre le poten-
tiel soit le même sur les deux sphères. 
On a donc :

V ′
1 = V ′

2 �⇒ Q′
1

R1
= Q′

2

R2
= Q′

1 + Q′
2

R1 + R2

avec la condition de conservation de la charge :

Q1 = Q′
1 + Q′

2

Par conséquent :

Q′
1 = R1

R1 + R2
Q1 et       Q′

2 = R2

R1 + R2
Q1
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5.2.2 Cas d’une distribution continue de charges

On peut étendre la sommation discontinue précédente à une sommation inté-
grale. En désignant par dq la charge élémentaire et par V le potentiel auquel
est soumis cette charge, on obtient :

Ep = 1

2

∫
V dq

espace chargé
(5.3)

distribution linéaire : dq = λdl Ep = 1

2

∫
L

λV dl

distribution superficielle : dq = σdS Ep = 1

2

∫
S
σV ds

distribution volumique : dq = ρdτ Ep = 1

2

∫
τ
ρV dτ

5.3. ÉNERGIE ÉLECTROSTATIQUE EMMAGASINÉE
DANS LES CONDUCTEURS CHARGÉS

5.3.1 Énergie d’un conducteur unique

Pour un conducteur de capacité C portant la charge q, la relation (5.3) s’intè-
gre immédiatement, puisque le conducteur est équipotentiel (V = cte).
L’énergie emmagasinée s’écrit donc, compte tenu que q = CV :

Ep = 1

2
qV = 1

2
CV 2 = 1

2

q2

C
(5.4)

5.3.2 Énergie d’un système à n conducteurs

On a alors : Ep = 1

2
q1V1 + 1

2
q2V2 + . . .

1

2
qnVn

Ep = 1

2

∑
i

qi Vi (5.5)

où qi est la charge portée par le conducteur i et Vi son potentiel.
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Ce résultat, établi ici dans un cas particulier, est vrai dans le cas général : si
un champ électrique est appliqué en un point quelconque de l’espace, on peut
lui associer une densité volumique d’énergie donnée par :

w = 1

2
ε0E2 (5.7)

5.6. CALCUL DE FORCES ÉLECTROSTATIQUES
À PARTIR DE L’ÉNERGIE

Lorsqu’on cherche à calculer les forces électrostatiques à partir de l’énergie
emmagasinée dans un système, deux cas peuvent se présenter :

– la charge reste constante,
– le potentiel reste constant.

5.6.1 Calcul de la force, à charge constante

C’est le cas d’un condensateur qui serait préalablement chargé, puis isolé et
abandonné aux forces électrostatiques qui s’exercent entre les armatures.
À chaque travail élémentaire dW des forces électrostatiques correspond une
variation dEp de l’énergie emmagasinée. Le système étant isolé, la conserva-
tion de l’énergie implique que :

dW + dEp = 0

Et comme dW = �F · −→d� , on en déduit l’expression de la force électrosta-
tique :

�F = −−−→
grad Ep (à charge constante) (5.8)

en tout point de la distribution de charge.

5.6.2 Calcul de la force, à potentiel constant

C’est le cas où le condensateur chargé n’est plus isolé, mais reste relié à une
source en permanence.
Dans ce cas, à tout travail élémentaire dW des forces électrostatiques cor-
respondent à la fois une variation dEp de l’énergie emmagasinée, et une éner-
gie dEs dépensée par la source pour maintenir le potentiel constant.
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©

 D
un

od
. L

a 
ph

ot
oc

op
ie

 n
on

 a
ut

or
is

ée
 e

st
 u

n 
d

él
it

.

05•Chapitre 5  30/08/06  13:54  Page 123

Preview from Notesale.co.uk

Page 132 of 266



5.5. 1) Un condensateur de capacité C1 est chargé sous une différence de potentiel
V1, puis isolé.

Donner les expressions de la charge Q0 et de l’énergie W0 emmagasinées dans le
condensateur C1 à la fin de l’opération.

2) On décharge le condensateur C1 dans un
condensateur C2, initialement neutre, à tra-
vers une résistance R. Calculer, à l’équilibre,
en fonction de Q0, C1 et C2 :

a) les charges Q1 et Q2 prises par les deux condensateurs,

b) les différences de potentiel V ′
1 et V ′

2 aux bornes des deux condensateurs,

c) les énergies W1 et W2 emmagasinées dans les deux condensateurs.

3) a) Écrire la variation de q1 en fonction du temps au cours de la décharge de C1

dans le circuit.

b) En déduire l’énergie WJ dissipée par effet Joule dans la résistance R, en fonction
de Q0, C1 et C2, pendant la décharge de C1. 

c) Montrer que la variation d’énergie du système entre l’état initial et l’état final cor-
respond à l’énergie dissipée par effet Joule.

5.6. A) L’énergie potentielle d’interaction entre les deux atomes d’une molécule dia-
tomique d’iodure d’hydrogène (IH) est représentée par une expression de la forme :

Ep(x) = − a

x6
+ b

x12
(potentiel de Lennard-Jones)

où x représente la distance séparant les deux atomes, et a et b sont deux constantes
positives.

1) Tracer la courbe Ep(x). Déterminer la valeur x0 pour laquelle le système est en
équilibre stable. Quelle est l’énergie potentielle Ep(x0) correspondante ?

2) Pour une molécule d’iodure d’hydrogène, l’énergie de dissociation est
ED = 5 · 10−19 joule et la distance x0 = 1,64 Å.

– Quelle est la relation entre ED et Ep(x0) ?

– Quelles sont les valeurs des constantes a et b ?

B) On considère maintenant que la liaison entre les deux atomes de masse m1 (pour
l’hydrogène) et m2 (pour l’iode) est équivalente à un ressort de rappel k, dont la lon-
gueur au repos est égale à la longueur x0 de la liaison à l’équilibre. Les déplacements
respectifs de m1 et m2 par rapport à leurs positions d’équilibre sont x1 et (x2 − x0).  

132 5   Énergie électrostatique
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1) Écrire les équations différentielles vérifiées par x1 et x2. Déduire de ces deux
équations l’équation différentielle vérifiée par la variable x = x2 − x1. On posera
1

μ
= 1

m1
+ 1

m2
(μ est la masse réduite de l’oscillateur).

2) Déterminer la fréquence propre angulaire ω0 de vibration de la molécule, c’est-à-
dire la fréquence du mouvement relatif de la masse m2 par rapport à la masse m1.

C) On revient à la molécule d’iodure d’hydrogène. En utilisant un développement
limité au deuxième ordre de Ep(x) au voisinage de x = x0, montrer que la force de
liaison est effectivement une force de rappel de la forme Fx = −k(x − x0). En
déduire l’expression de k en fonction x0 et ED.

3) A.N. : Calculer :

– la constante k,

– la pulsation ω0,

– la fréquence ν0 des oscillations.

On donne : m1 = mH = 1,67 · 10−27 kg

m2 = mI = 127m1
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2) L’énergie potentielle du dipôle �P2 dans le champ

de �P1 est :

Ep = − �P2 · �E1

(où �E1 est le champ créé en M3 par le dipôle �P1).

Or, d’après la 1re question :

�EM3 = K P1

r3
�eθ avec P1�eθ = − �P1

�E1 = − K �P1

�3

Ep = − �P2 ·
(

− K �P1

l3

)
= K

�P1 · �P2

l3

( �P1, �P2) = π �⇒ Ep = − K P1 P2

�3

3) a) Chaîne α

138 5   Énergie électrostatique
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• Champ créé en M par le dipôle placé en N :

�EN = 2K �P
d3

Champ créé en M par le dipôle placé en N ′ :

�EN ′ = 2K �P
d3

Le champ �E créé par les molécules situées de part et d’autre de M est donc :

�E = �EN + �EN ′ = 2K �P
d3

En groupant les dipôles deux par deux, on obtient pour le champ total en M :

�ET = 4K �P
d3

+ 4K �P
(2d)3

+ 4K �P
(3d3)

+ . . .

= 4K �P
d3

[
1 + 1

23
+ 1

33
+ . . .

]
= 4,8

K �P
d3
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ou encore, puisque ρ = −ne où n est le nombre d’électrons par unité de
volume et e la valeur absolue de la charge de l’électron :

�j = −ne �v (6.2)

6.2.2 L’intensité du courant électrique

Soit � le flux de �j à travers une surface (S) orien-
tée (s’appuyant sur un contour (C) orienté).

On a : � =
∫

S
�j · −→dS

Le flux élémentaire

�j · −→dS = ρ�v · −→dS

représente la charge contenue dans le volume du cylindre de longueur v s’ap-
puyant sur dS ; c’est aussi la charge qui traverse dS pendant l’unité de temps.

On peut donc écrire :

∫
(S)

�j · −→dS = dQ

dt
= I (6.3)

définissant ainsi l’intensité du courant qui traverse (S) , laquelle s’exprime en

ampère (A) : 1 A = 1 C · s−1. 

6.2.3 Lignes et tube de courant

Une ligne de courant est définie comme une ligne
tangente en tout point au vecteur densité de cou-

rant �j .
Un tube de courant est formé par l’ensemble des
lignes de courant s’appuyant sur un contour fermé
(C).
Ses génératrices sont donc tangentes à �j en tout
point.

150 6   Le courant électrique dans les milieux conducteurs
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Vitesse d’agitation thermique

Dans ce mouvement tout à fait aléatoire, l’énergie moyenne d’un électron est
de l’ordre de quelques eV. Si on identifie une énergie de 1 eV à l’énergie ciné-
tique de l’électron, on trouve :

ε = 1

2
mv2

0 �⇒ v0 =
√

2ε

m

v0 =
√

2 × 1,6 · 10−19

9,1 · 10−31
= 0,6 · 106 m · s−1

À cette vitesse ne correspond aucun courant électrique : l’agitation thermique
étant désordonnée, la vitesse moyenne vectorielle correspondante est nulle.

Vitesse de dérive

Soit un fil de cuivre parcouru par un courant de densité 10 A/mm2. Pour le
cuivre, on a : {

masse atomique M = 63,6 g

masse volumique μ = 8,8 · 103 kg · m−3

En admettant que chaque atome libère en moyenne un électron libre, on peut
trouver le nombre n d’électrons libres par m3, soit :

n = μN

M

où N est le nombre d’Avogadro.
On trouve

n = 8,8 · 103 × 6,02 · 1023

63,6 · 10−3
= 0,83 · 1029 électrons ·m−3

On en déduit :

|ρ| = ne = 0,83 × 1029 × 1,6 · 10−19 = 1,33 · 1010 C · m−3

v = j

ρ
= 10 · 106

1,33 · 1010
= 7,5 · 10−4 m · s−1

La vitesse de dérive des électrons est très faible devant la vitesse d’agitation
thermique.

152 6   Le courant électrique dans les milieux conducteurs
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À l’inverse des conducteurs, les semi-conducteurs intrinsèques ont une
conductivité σ qui augmente avec la température. À T = 0 °K, cette
conductivité est nulle.
Dans le cas des matériaux supraconducteurs, la conductivité devient infi-
nie à des températures très basses (T � 7 °K pour le plomb).

6.5. RÉSISTANCE ÉLECTRIQUE :
LOI D’OHM MACROSCOPIQUE

Considérons un conducteur limité par
deux sections (SA) et (SB), portées
respectivement aux potentiels VA et VB ,
grâce à un générateur (G) fermant le cir-
cuit.
On peut écrire :

VA − VB =
∫
�
AB

�E · −→d� =
∫
�
AB

�j
σ

· −→d�

En régime stationnaire on peut définir la densité de courant en un point comme :

j = I

S
où I est l’intensité du courant et S l’aire de la section droite du conducteur en
ce point.

On a donc : VA − VB = I

σ

∫
�
AB

d�

S

En introduisant la résistance R du conducteur donnée par :

R = 1

σ

∫
�
AB

d�

S

qui s’exprime en ohms (�) on obtient :

VA − VB = RI (6.14)

qui constitue la loi d’Ohm macroscopique.

� Cas d’un conducteur cylindrique

Dans ce cas, la section est constante, on a : R = 1

σS

∫
�
AB

d� = 1

σ

�

S

R = �

σS
(6.15)
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Résistance équivalente : R = R1 + R2

R =
∑

k

Rk (6.16)

6.6.2 Résistances en parallèle

On a :
VA − VB = R1 I1 = R2 I2

= R(I1 + I2)

Par conséquent :
R

R1
= I1

I1 + I2
et   

R

R2
= I2

I1 + I2

D’où :
R

R1
+ R

R2
= 1 et    

1

R
= 1

R1
+ 1

R2

1

R
=

∑
k

1

Rk
(6.17)

6.7. RÔLE DU GÉNÉRATEUR : FORCE ÉLECTROMOTRICE

Soit un générateur (G), appliquant une d.d.p.
VA − VB > 0 aux bornes d’un conducteur
AB .
En régime stationnaire ou quasi stationnaire,
on a div �j = 0 en tous les points du circuit, y
compris dans le générateur, et les lignes de
champ sont des courbes fermées.

Si le conducteur était fermé sur lui-même, on aurait :∮
�E · −→d� = 0 puisque    �E = −−−→

grad V

soit : ∮ �j
σ

· −→d� = 0 ce qui entraînerait    �j = �0
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6.9. ASPECT ÉNERGÉTIQUE : LOI DE JOULE

6.9.1 Formulation locale

Reprenons l’équation du mouvement d’une charge q d’un conducteur sous

l’action d’un champ appliqué �E (cf. 6.4.2) :

m
d�v
dt

+ m

τ
�v = q �E

En multipliant par �v , il vient :

m�v · d�v
dt

+ m

τ
�v2 = q �E · �v

Or : �E · �v = �E ·
−→
d�

dt
= −dV

dt
car   �E · −→d� = −dV

où V est le potentiel. On en déduit :

d

dt

[
1

2
mv2 + qV

]
= −mv2

τ

L’expression entre crochets n’est autre que l’énergie totale de la charge q,

composée de l’énergie cinétique 
1

2
mv2 et de l’énergie potentielle qV. Par

conséquent, la puissance dissipée par frottement par la charge q est 
mv2

τ
.

On en déduit que la puissance dissipée par unité de volume est :

p = nmv2

τ

où n est le nombre de porteurs par unité de volume, et comme   v = j

nq

et que  σ = nq2τ

m
, on peut écrire :

p = m

nq2τ
j2 = j2

σ
= �j · �E

d’où p = σE2 (6.24)
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6.2. 1) La norme du champ est :

E = u

d

E = 10

0,2
= 50 V

Il est orienté de l’anode A vers la cathode C.

2) Une molécule de SO4Na2 se dissocie en donnant :

SO4Na2 −→ SO2−
4 + 2NA+

La solution étant décimolaire, on a 
1

10
de mole par litre, soit 

N

10
× 103 molécules par

m3, d’où :

n− = 102 N soit n− = 6,02 · 1025 m−3

n+ = 2 · 102 N = 2 n− soit n+ = 12,04 · 1025 m−3

Remarque : Les cations portent la charge  q+ = +e et les anions portent la charge
q− = −2e. La solution dissociée conserve la neutralité électrique :

n+q+ + n−q− = (2n−)e + n−(−2e) = 0

3) Le vecteur densité de courant est :

�j = n+q+μ+ �E + n−q−μ− �E
soit  

�j = n+q+(μ+ + μ−) �E = 2n−e(μ+ + μ−) �E

j = 125,22 A · m−2 orienté dans le sens �E

4) On en déduit la résistance R de la solution :

R = u

j S
�⇒ R = 26,62 �

6.3. 1) Le nombre d’atomes de germanium par m3 est :

N = 103dN

M
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On note que i(0+) = E/R n'est pas nul : l'intensité du courant subit théori-
quement une discontinuité au départ de la charge. En fait, le circuit possède
toujours une inductance aussi faible soit-elle et il n'y a pas de véritable dis-
continuité.

� Courant de décharge du condensateur

Lorsque l'on court-circuite le condensateur,
initialement sous la tension constante E , la
source de tension s'écrit :

e = E pour t < 0

e = 0 pour t > 0

Avec les conventions de la figure, on a :

i = − dq

dt
et u = q

C

Loi des mailles :

u − Ri = 0

u + R
dq

dt
= 0

u + RC
du

dt
= 0

On retrouve l'équation homogène :

du

dt
+ u

τ
= 0

dont la solution générale est :

u(t) = A e−t/τ

La tension étant continue, on a u(0) = E et, par suite :

u(t) = E e−t/τ (7.9)

On a de même i = −dq/dt = −Cdq/dt, ce qui donne en explicitant τ :

i(t) = E

R
e−t/τ (7.10)

188 7   Réseaux électrocinétiques

FIG. 7.8
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Or,

ĩ = dq̃

dt
= iω Q̃m e j ωt 
⇒ ĩ = Ĩm e j ωt avec Ĩm = jω Q̃m

Il vient ainsi, après division des deux membres par C :[
R + j

(
Lω − 1

Cω

)]
Ĩm = Um (7.31)

La quantité :

Z̃ = R + j

(
Lω − 1

Cω

)
(7.32)

s'appelle l'impédance complexe du dipôle. 
L'expression (7.31) généralise la loi d'Ohm pour un conducteur ohmique :

(loi d′Ohm complexe) Um = Z̃ Ĩm (7.33)

On vérifie que l'on retrouve la loi d'Ohm habituelle si l'on supprime le conden-
sateur et l'inductance. Notez que l'impédance se mesure en ohm dans le sys-
tème international.
On peut écrire l'impédance complexe sous la forme :

Z̃ = Z e jϕ

avec Z =
√

R2 +
(

Lω + 1

Cω

)2
et ϕ = arctan

Lω − 1

Cω
R

(7.34)

Par conséquent  Ĩm = Um/Z̃ = Im e− jϕ de sorte que l'on a :

i(t) = Re
(

Im e− jϕ e j ωt
)

= Im cos (ωt − ϕ)

L'expression (7.32) montre que ϕ est compris entre −π/2 et π/2. 
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Le module de l'impédance complexe permet de calculer l'amplitude du
courant Im = Um/Z et son argument ϕ est le déphasage de la tension
appliquée au dipôle par rapport au courant. 
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En particulier, les lois des associations de résistances vues au chapitre 6.6
s'appliquent aux impédances complexes (mais pas à leurs modules !) :

� Association en série

Impédance équivalente : Z̃ = Z̃1 + Z̃2

� Association en parallèle

Impédance équivalente :
1

Z̃
= 1

Z̃1
+ 1

Z̃2
(cf. figure 7.14) 

� Loi des nœuds. Admittance
La loi d'Ohm peut s'écrire de la façon équivalente suivante, commode pour
écrire la loi des nœuds aux bornes de plusieurs dipôles en parallèle :

Ĩ = Ỹ Ũ (7.35)

La quantité :

Ỹ = 1

Z̃
(7.36)

s'appelle l'admittance complexe du dipôle.

La figure 7.15 représente les impédances des dipôles linéaires élémentaires
(résistance, inductance pure, capacité pure). 
L'impédance (l'admittance) est réelle positive pour un conducteur ohmique,
imaginaire pure pour une inductance pure et pour une capacité pure ; l'in-
ductance déphase la tension de +π/2 sur le courant (quadrature avance), la
capacité déphase la tension de −π/2 (quadrature retard). 

196 7   Réseaux électrocinétiques

FIG. 7.14

Les lois des circuits linéaires en courant continu s'appliquent en régime
sinusoïdal à des associations quelconques de dipôles élémentaires R, L ou
C, à condition de considérer les amplitudes complexes des courants et des
tensions et les impédances complexes de ces éléments.

FIG. 7.15

La loi d'Ohm complexe a une conséquence importante :
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On trouve Z =
√

4 · 104 + 4 · 102 � 200 � et tanϕ = 0,2, soit ϕ = 11,3°
� π/8 : l'avance de phase de la tension sur le courant est faible et c'est la
résistance qui joue un rôle prédominant (Lω 
 r).

� Résonance d'intensité dans le dipôle R,L ,C

Lorsque l'on fait varier la pulsation, l'amplitude de l'intensité Im = Um/Z
passe par un maximum IM quand Z est minimal, c'est-à-dire pour la pulsation
de résonance ω0 correspondant à :

Lω0 = 1

Cω0
soit ω0 = 1√

LC
(7.37)

On a donc à la résonance :

Z̃ = R et ϕ = 0 (7.38)

198 7   Réseaux électrocinétiques

À la résonance d'intensité, le courant et la tension sont en phase ; l'impé-
dance du dipôle est réelle et égale à sa résistance.

Par conséquent :

IM = Um

R

L'impédance du condensateur et l'impédance due à l'inductance L de la bobine
sont égales. Si la résistance est inférieure à celle du condensateur, alors les
tensions aux bornes de celui-ci et de la bobine seront supérieures à la tension
appliquée Um (surtension). Le rapport de surtension est :

UC

Um
= IM/Cω0

RIM
= 1

RCω0
= Lω0

R

Ainsi, le rapport de surtension à la résonance est égal au facteur de qualité Q
du circuit du dipôle et la pulsation de résonance coïncide avec la pulsation
propre des oscillations libres du circuit.

7.3.3 Puissance moyenne consommée dans un dipôle

� Expression générale

En régime stationnaire (ou quasi stationnaire) lorsqu'une charge dq entre par
la borne A d'un dipôle pendant l'intervalle de temps dt, il ressort la même
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� Théorème de Thévenin
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Notez bien que le théorème n'est pas applicable sous cette forme si l'une
des branches aboutissant en N est active, en particulier par exemple si elle
impose une tension donnée (ce qui suppose la présence d'une source de
tension).
Prenez garde également à ne pas oublier de compter au dénominateur les
impédances des branches correspondant à des potentiels Ṽk nuls.

7.3  CIRCUITS EN RÉGIME SINUSOÏDAL 201

Le courant qui circule dans une branche AB d'un réseau linéaire est le
même que si la branche AB était alimentée par une source de tension Ẽt
égale à la tension obtenue entre A et B en supprimant la branche AB , en
série avec une impédance Z̃R égale à l'impédance équivalente entre A et B
dans les mêmes conditions.

Ce théorème est utile pour trouver l'intensité du courant dans une branche par-
ticulière du réseau.

FIG. 7.18

� Théorème de Norton

Le courant qui circule dans une branche AB d'un réseau linéaire est le
même que si la branche AB était alimentée par une source de courant d'in-
tensité Ĩn égale à l'intensité entre A et B en remplaçant la branche AB par
un court-circuit, en parallèle avec une impédance Z̃R égale à l'impédance
équivalente entre A et B dans les mêmes conditions.

Ce théorème est surtout utilisé en électronique dans des circuits comportant
des transistors, car ceux-ci font office de sources de courant.
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2) On désire éliminer des signaux de fréquence égale à 500 Hz dans un circuit. On
intercale pour cela dans le circuit un dipôle constitué par une bobine d'inductance
0,25 H et de résistance 16 � en parallèle avec un condensateur.
Quelle doit être la capacité de celui-ci ? Quelle est alors l'impédance de ce dipôle ?

7.7. Étude d'une branche dans un circuit

Dans le circuit de la figure 7.22, on donne
i2 = I0 cos ωt ainsi que L ,C,R. Calculer u(t),
i1(t) et le déphasage ϕ de u par rapport à la ten-
sion v aux bornes du condensateur. On exprimera
les phases de u(t) et i1(t) en fonction de ϕ .

7.8. Filtre

La tension d'entrée du filtre de la
figure 7.23 est (en volt) :

u1(t) = 120 sin 300t + 120 sin 600t

Calculer la tension de sortie u2(t) en
circuit ouvert.

7.9. Pont déphaseur

Une tension v(t) = V0 cos ωt est appliquée
entre les points A et B de la figure 7.24, tandis
que la tension u(t) = U0 cos (ωt − ϕ) est pré-
levée entre les points M et N .

1) Montrer que V0 = U0 en circuit ouvert
entre M et N quand RC = R1C1.

2) Trouver le déphasage ϕ lorsque cette
condition est réalisée. Quelle est la valeur de
ϕ si R = 1/Cω ?

204 7   Réseaux électrocinétiques

FIG. 7.22

FIG. 7.23

FIG. 7.24
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7.1. Surtension aux bornes d'un interrupteur

1) La loi des mailles s'écrit :

L
di

dt
+ Ri − E = u(t) = q

C

soit, avec i = dq/dt = Cdu/dt et τ = L/R :

d2u

dt2
+ R

L

du

dt
+ u

LC
= E

C étant très faible, le discriminant de l'équation caractéristique de l'équation homo-
gène est certainement négatif. On a donc une solution de la forme :

u(t) = E + (A cos ωt + B sin ωt) e− t
τ

Avant l'ouverture de l'interrupteur l'inductance ne joue aucun rôle, le courant est
continu et a pour intensité I = E/R. L'inductance impose la continuité du courant,
c'est-à -dire de du/dt , et donc a fortiori celle de la tension u :

du

dt
=

[(
− 1

τ
A + ωB

)
cos ωt +

(
− 1

τ
B − ωA

)
sin ωt

]
e− t

τ

Soit, à t = 0 :

E = E + A 
⇒ A = 0 (continuité de u)

i(0) = C
du

dt
(0) 
⇒ E

R
= CωB (continuité de i)

En définitive :

u(t) = E

(
1 + 1

RCω
sin ωt

)
e− t

τ

2) La constante de temps du circuit est :

τ = L

R
= 10−5

102
soit τ � 6 · 10−7s.

Si l'on néglige l'amortissement, la période des oscillations est :

T0 = 2π
√

LC = 2π
√

10−5 × 10−13 soit T0 � 6 · 10−9s.

206 7   Réseaux électrocinétiques

CORRIGÉS

FIG. 7.27
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Or,

Ĩ2 = jCωṼ 
⇒ Ũ =
(

R + 1

jCω

)
Ṽ

Le déphasage ϕ entre u(t) et v(t) est donc :

ϕ = arctan (RCω)

Par suite, arg Ũ = ϕ − π/2 :

u(t) = Re
(
Ũ ei ωt) = U cos(ωt + ϕ − π/2)

soit enfin :

u(t) =
√

1 + (RCω)2

Cω
I0 sin (ωt + ϕ)

Par ailleurs, on a :

Ĩ1 = Ũ

j Lω
= −

(
1 + j RCω

LCω2

)
I0

= −
√

1 + (RCω)2

LCω2
I0 eiϕ

Finalement en prenant la partie réelle de Ĩ1 ei ωt , il vient :

i1(t) = −
√

1 + (RCω)2

LCω2
I0 cos (ωt + ϕ)

Comme on pouvait s'y attendre, la tension aux bornes de l'inductance supposée pure
est en quadrature avance sur le courant qui la traverse.

7.8. Filtre

Nous allons appliquer le principe de superposition, la tension d'entrée u1(t) étant la
somme algébrique de deux tensions sinusoïdales de pulsations différentes, soit ω et
ω′ . La figure 7.33 indique les sens positifs choisis pour les courants (représentés par
leurs amplitudes complexes) et tient compte de la loi des nœuds. Notez que, le cir-
cuit étant ouvert entre P et M (il n'y a pas de circuit extérieur), le courant dans les
branches N P et P M est le même, ce qui n'est pas le cas dans les branches B A et AN
car la tension entre A et B est imposée. 
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Deuxième méthode

Il était ici tout particulièrement indiqué d'utiliser le théorème de Millmann, ce qui
conduit plus simplement au résultat. En posant ṼB = ṼM = 0, la somme des admit-
tances des branches aboutissant au nœud N est :

ỸN = 1

R
+ 1

R
+ j Cω = 2

R
+ j Cω d′où

ṼN = ṼA/R + ṼP/R

2/R + j Cω
= Ũ1 + Ũ2

2 + j RCω

De même pour le nœud P :

ỸP = 1

R
+ j Cω = 1

R
+ j Cω d′où

ṼP = ṼN/R + 0 × j Cω

1/R + j Cω
= Ũ1 + Ũ2

(2 + j RCω)(1 + j RCω)

Comme ṼP = Ũ2, il vient :

Ũ1 + Ũ2 = Ũ2
(
2 − R2C2ω2 + 3 j RCω

)
Ũ2 = Ũ1

1 − R2C2ω2 + 3 j RCω

C'est bien le résultat obtenu plus haut.
On aurait pu être tenté d'utiliser le théorème de Millmann au nœud A plutôt qu'en P,
W mais ce n'est pas possible car le circuit n'est pas ouvert entre A et B : on ne pos-
sède aucune information sur le dipôle extérieur AB, qui est ici équivalent à un géné-
rateur de Thévenin. 

7.9. Pont déphaseur

1) Cherchons la relation entre les amplitudes
complexes Ũ et Ṽ des tensions u(t) et v(t) . En
circuit ouvert entre M et N , le courant est le
même dans les dipôles AM et M B d'une part,
dans les dipôles AN et N B d'autre part et l'on a
(cf. figure 7.34) :

Ṽ = R Ĩ + Ĩ

j Cω
= Ĩ1

j C1ω
+ R1 Ĩ1

Ũ = −R Ĩ + Ĩ1

j C1ω
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FIG. 7.34
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b) Quelle est la charge Q portée par la sphère (S) ?

c) Quel est le champ électrique �E en un point M de la sphère ?

d) En déduire la densité surfacique de charge portée par la sphère ?

3) On maintient la charge q à la distance D de (S) mais cette fois, la sphère
conductrice, initialement neutre, est isolée. En appliquant le théorème de
superposition, calculer le potentiel de cette sphère.

Problème n° 5

224 Problèmes d’examen corrigés

x'

V
1 V1 V2 V2

O

I
i

(P'
1) (P

1) (P2) (P'2)

x
1 x2 x'1

x

Quatre plaques métalliques P ′
1, P1, P2, P ′

2 sont disposées comme l’indique la

figure. On assimilera ces plaques à des plans illimités.

Les lames métalliques sont suffisamment minces pour être perméables aux
électrons. (P ′

1) et (P1) sont portés au potentiel V1, (P2) et (P ′
2) au potentiel

V2 avec V2 > V1 > 0.
Une source émet des électrons vers (P ′

1) avec une vitesse initiale �v0. L’origine

des potentiels sera prise sur la source.
Un électron dont la trajectoire rectiligne fait l’angle i avec x ′Ox, arrive au
point I sur (P ′

1) .

1) On admet que le potentiel ne dépend que de x. Sachant que le potentiel

V (x) vérifie l’équation de Laplace 
d2V (x)

dx2
= 0, calculer V (x) et tracer la

courbe V (x) . Tracer sur le même graphique la courbe représentant la norme
du champ électrique E(x). Quelle est la nature de la trajectoire de l’électron
entre les lames (P ′

1) et (P1) , (P1) et (P2) , (P2) et (P ′
2) ?
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Par continuité du potentiel en x1 et en x2 :

V (x1) = V1 = ax1 + b

V (x2) = V2 = ax2 + b

a = V2 − V1

x2 − x1
et          b = V2x1 − V1x2

x1 − x2

Ainsi, pour   x1 � x � x2 on a :

V (x) = V2 − V1

x2 − x1
x + V2x1 − V1x2

x1 − x2

L’équation  �E = −−−→
grad V donne    Ex (x) = −dV (x)

dx

pour 0 < x < x1 Ex = 0

pour x1 < x < x2 Ex = −V2 − V1

x2 − x1

pour x2 < x < x ′
2 Ex = 0

Représentation graphique de V (x) et de E(x) :
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V (x)

E (x)

V
2

V1

V2−V1

x2−x1

O x
1

x

x
2 x'2

On remarque que le champ �E est discontinu en x = x1 et   x = x2.

Nature des trajectoires :

La force �F = −e �E qui agit sur l’électron est opposée à �E :

pour      0 < x < x1 Fx = 0

pour      x1 < x < x2 Fx = e
V2 − V1

x2 − x1
(> 0)
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En égalant les valeurs de Vy pour un point   x ∈ [0,x1] et un point

x ′ ∈ [x2,x
′
2] on obtient :

v1 sin i1 = v2 sin i2 �⇒ √
V1 sin i1 = √

V2 sin i2

En comparant avec la loi de Descartes en Optique :

n1 sin i1 = n2 sin i2

on en déduit la relation de correspondance entre l’indice de réfraction n et le
potentiel V :

n =
√

V

Si les deux plans P1 et P2 sont suffisamment rapprochés pour que l’on puisse
confondre I1 et I2, on voit que la trajectoire de l’électron subit une réfraction
là où le potentiel change de valeur.

4) La relation 
√

V1 sin i1 = √
V2 sin i2 montre que si V2 > V1 alors i2 < i1,

l’électron se rapproche de l’axe x ′Ox. Un dispositif formé de deux grilles rap-
prochées et portées à des potentiels judicieusement choisis permettra de foca-
liser un faisceau d’électrons dans un microscope électronique.

Problème n° 6. Étude d’un réseau capacitif

1) La loi des nœuds en B donne la relation demandée :

i1 + i2 = i3 (1)

2) En considérant successivement les trois
dipôles AB on peut écrire trois expres-
sions de VA − VB , ce qui donne les deux
relations suivantes :

−q1

C
+ Ri1 = −Ri3 (2)

−q2

C
+ Ri2 = −Ri3 (3)
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10) Graphe de Un/U0 en fonction de ω :
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FIG. 5

08•Prob d'exams corrigés  30/08/06  14:03  Page 251

Preview from Notesale.co.uk

Page 260 of 266


