Espace probabilisé

Il est facile de déterminer la probabilité d'un événement G € F .

PG) = 2 1 #G _#G
B _ roor #Q
JwWjEG

On retient souvent cette formule sous la forme :

#G _ nombre de cas favorables pour G

P(G) = =
©) #() nombre de cas possibles

Le calcul de P(G) se raméne donc au probléme de compter (ou dénombrer)
le nombre d'éléments de G et le nombre d'éléments de ().

Exemples:

a) On lance une piece de monnaie équitable deux fois de suite. Quelle est la

probabilité que les deux résultats soient identiques? Dans ce cas,
Q={(/P,P),(PF)(F,P),(F,F)} Et#Q =4 . Soit G I'événement qui
correspond a -les deux résultats sont identiques-, c'est-a-dire

= {(P,P),(F,F)} . Clairement, #G = 2 et donc en adme@nt\cﬂ\‘les

quatre résultats élémentaires sont équiprobables,

l
b) @\,c rtes d'u agetartes. Quelle est la probabilité d'obtenir
E(}ttement une pﬁ ? Dans ce cas, la valeur de #{) ne peut étre
déterminée par énumération, car le nombre de mains de 5 cartes est trop
grand. En fait, nous avons que #{ = 2598960 et que # "avoir une
partie"= 1098240
Donc P(1 paire) = 0.422569.
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Variable aléatoire et son espérance

3. Variable aléatoire et son espérance

3.1. Définition :

Soit (Q, F, P) un espace de probabilité. Une variable aléatoire est une
fonction X:Q =R telle que pour tout x € R.

{weQ: X (w)<x}EF

Remarques :

e Pour simplifier I'écriture, on écrit souvent {X < x} au lieu de {w €
Q: X(w) £ x}.

e Ons’intéresse a la probabilité de {X < x}, il faut que cet ensemble
appartienne a F, le domaine de définition de probabilité P. Le cas
particulier ou F= P((), toute fonction X : L — R est une variable
aléatoire.

e Une variable aléatoire qui ne prend qu’une seule valeur XO
c’est-a-dire telle que P{X=x,} = 1, est appelée une var| ﬂi{

aléatoire déterministe. \
eSM™’
Exemples : NO‘.

1) On Joue deux fqi (@g\lle 0 ﬂﬁtrA:(vers est () = {pp, pf,

%I Iancers compte) Le nombre d’apparitions
e est la van@e@@ e suivante :

0,Siw=ff

X(w) =<1,Siw € {pf, fp}

2,5lw=pp

2) on jette un dé n fois. Soit X le nombre de fois que le résultat est 6.
Pour décrire cette situation, on pose 0 = (1, ...,6)™, F=P(Q), et
on définit P : F — [0,1] de telle sorte que tous les évenements
élémentaires sont équiprobables. Les éléments de Q sont notés
w={w;, ..., Wy}, OU wjest le résultat du i eme jet. La variable
aléatoire X est la fonction définie par :
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Espérance et variance conditionnelles

On observera que le nombre E[Y\X = x] est I’espérance de la variable
aléatoire. Y Sous la loi conditionnelle de Y sachant X = x.

b) Plus généralement, pour F € F tel que P(F) # 0, posons :

1
E[Y\X = x] # 3 yP(Y = y\F) = WZ yP(Y =y NF).
y

y

Proposition 5

Soit X et Y deux variables aléatoires discretes dans R .

Pour x € R, posons.

E[Y\X =x]siP{X=x}+#0
p(X) ={

0 sinon

Ceci définit une fonction @: R = R . L'espérance conditionnelle deY
sachant X est alors la variable aléatoire E[Y\X = x]. \4

Démonstration : Sa\e :

Soit g:R - R continue et NQ‘X'd vepfigr I'égalité (3). Celle-
ci s’écrit : \N "( bm % A‘q

20
P(g\izyg(x)@a Ly}= z @(x)g(x)P{X = x}.

Ou encore.
Y gEOPX =xY =y) = Y gIe(IPX = x}.
X X
Ceci est une conséquence du fait que Pour x € R tel que P{X = x} # 0,

P()PIX = x} = E[Y\X = x]P{X = x} = z YP{X = x,Y = y).

Formule pour E[Y\X] dans le cas continu :

Définition 2 : (densité conditionnelle) :
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Chaines de Markov

L’état 3 : pged {n €N, ngl) > 0} = 3.

2 et 3 sont périodique et I'état 1 apériodique.

5.5. Temps d’arrét et propriété de Markov :

1. Propriété de Markov faible :

On suppose toujours E dénombrable. La définition d’'une chaine de
Markov impliqgue que la distribution du processus apres le temps n,
sachant qu’il est en i,, € E au temps n, est la méme que celle du processus
apres le temps 0 sachant qu’il est en i,, au temps 0. Cette propriéte,
appelée propriété de Markov faible.

Proposition :

Pour tout (ig, iy, ..., i) € E""1 tel que P (Xy = iy, ..., X;, = i) > 0et
toute fonction mesurable g : E">R, Ona: \)\4

E(g(Xpn, Xn—1, -, Xo)|Xo = 10, X1 = l1: \é =G1

= E(g(Xo, X @*&
Ou de maniére équivalﬁTCm N " Ac7

Y AT
eﬂh@n» n= 0 X1 = Uy, e, Xp = i)
P( P%n 9(Xo), g(X1), -..).

Ou:

Ex,(g(Xo), 9(X1), ...) = h(Xy) et h(x) = E,(g(Xo), g(X1), ...).

Est-ce que la propriété de Markov faible reste-t-elle vraie en général sin
est aléatoire ?

Non, cette réponse nous conduira a la définition de temps d’arrét.

2. Temps d’arrét :

Un temps d’arrét T pour une chaine de Markov (X,,) n = 0 est un temps
aléatoire qui ne dépend que du passe de la chaine. En d’autres termes, a
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Chaines de Markov

Remarques

Si v est invariante, alors v vérifie vP™ = v pour tout n > 0.

Si v est invariante pour P, alors Av est aussi invariante pour
P, quelque soit A €]0, +o<].

Les mesures invariantes de P sont exactement ses vecteurs
propres a gauche strictement positifs, de valeur propre associée 1.

« Gra{?\@\&'cha/ne dé@ eux etats oua, b €]O 1[»

?‘Rappelons que?@ ute mesure de probabilité v, vP est la

loi de X; sous la probabilité P,.. Ainsi, v est invariante pour P si et
seulement si v est la loi de X; sous IP,,Dans ce cas, pour tout n >0,
v est la loi deX,, sous P,, (qui n’est autre que vP™ = v). C'est cette
propriété qui justifiera par la suite I'appellation (abusive) "mesure
invariante pour X".

Propositions :

Si v est une probabilité invariante pour la probabilité de
transition P, alors, pour tout n € N et tout r € N, les (n + 1)-uplets
(X Xpg1y oo s Xpgn) €t (X, X4, ..., X,) ont la méme loi sous P,,.
Soit v une mesure invariante finie pour P. Alors tout point
X € E tel que v({x}) > O est récurrent. Par contraposée, tout point
transitoire x € E vérifie v({x}) =

42



Chaines de Markov

Démonstration :

On peut supposer que v est une mesure de probabilité. Dans ce cas, vP™
est la loi de X,, sous IP,, .Mais x €E est transitoire, donc, pour touty €E
lim (vP™), = 711—>r£10 P, (X, = x) = 0. Puisque v est une mesure finie, on

n—-oo

déduit que :

lim (vP"), = lim P,(X,, = x)
n—oo

n—oo

0.

Or v étant invariante, on a vP™ = v pour tout n. Par conséquent,

v ({x}) =0.

Exemple :

Supposons E fini et considérons x &€ E. On suppose que, pour
tout y € E, la suite([P™], ) n=o cOnverge. Montrer que la mesure v
définie par.

v({y}) = lim [P*],,, = lim P, (X, =y) \)K

Est une probabilité invariante sur E pour I @g@)e%robablhte de

transition P.

Supposons que Ia swt A_&i “ (A)J/erge Dans ce

semble fermé des mesures de

cas, le ve , .conver é
Gﬁe ur E (not ﬁ@ ers v (qui est donc une mesure de

probablllte).
De plus, u = uP est une fonction continue surM; (E), doncona:

vP = (lim[P"],, ) P = (lim [P"],, P) = (lim [P"*1], )=v.

n—oo n—-oo n—oo
Définition :
On dit qu’une chaine de Markov (X,,),est irréductible si, pour tout x,y €
E,3n>0telque P, (X, =Y)>0.
Remarque :
e Si une chaine est irréductible, alors ses points sont soit tous
récurrents, soit tous transitoires.

e Si la chaine de Markov homogéne X est irréductible transitoire,
alors elle n"admet aucune mesure invariante de masse finie.

43



Chaines de Markov

e Si la chaine de Markov homogene X est irréductible récurrente,
alors elle admet une unique mesure invariante a constante.
multiplicative pres. De plus cette mesure invariante est de masse
finie si E, (T,) < +o0, de masse infinielE, (T,) = +oo si pour un x
€ E (auquel cas cela est vrai pour tout x € E).

e Si E est fini et X est irréductible, alors c’est le premier cas qui
s’applique.

Définition :

Une chaine de Markov est dite irréductible récurrente positive si elle
admet une mesure invariante positive de mesure finie. Elle est dite nulle
dans le cas contraire.

Théorémes ergodiques :

Supposons que X est irréductible récurrente et soit v une mesure
invariante et a valeurs finies de la chaine.

Pour toute fonction f : E - R v-intégrable ou p05|t|v‘én Q"t%)t X €

E' N

A Al
Py GV\e\l\Eﬁsagg)éﬁv({xn S

Corollaires
Supposons que X est irréductible récurrente. Alors

1. Si X est irréductible récurrente positive de probabilité invariante v,
alors, pour tout x € E.

n

lz 1 P, p.s 1

ndy TS u({x))
1=

Et, plus généralement, pour toute fonction f v -intégrable ou positive,

2f< ) rav.

2. Si X est irréductible récurrente nulle, alors
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