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Exemple 18 Etudions la di�érentiabilité de la fonction dé�nie sur R2 par

f(x, y) =

{
y2 sin x

y
, y 6= 0

0, y = 0

(Surface d'équation z = f(x, y))

La fonction f est di�érentiable sur R2\{(a, 0)}, a ∈ R, comme produit et
composée de fonctions di�érentiables. On a

∂f

∂x
(x, y) = y cos

x

y
,

∂f

∂y
(x, y) = 2y sin

x

y
− x cos

x

y
,

et ∂f
∂x

(0, 0) = ∂f
∂y

(0, 0) = 0. En outre,
∣∣∂f
∂x

(x, y)
∣∣ ≤ |y|,

lim
(x,y)→(0,0)

∂f

∂x
(x, y) = 0 =

∂f

∂x
(0, 0),

ainsi ∂f
∂x

est continue en (0, 0). Donc la fonction f est di�érentiable en (0, 0).

De même, la fonction f est di�érentiable en (a, 0), a 6= 0 car ∂f
∂x

et ∂f
∂y

existent

au point (a, 0) ; ∂f
∂x

(a, 0) = ∂f
∂y

(a, 0) = 0, et ∂f
∂x

est continue en (a, 0) ;

lim
(x,y)→(a,0)

∂f

∂x
(x, y) = 0 =

∂f

∂x
(a, 0).

(Notons que pour ce dernier cas, si a 6= 0, la dérivée partielle ∂f
∂y

(x, y) n'est pas

continue en (a, 0) puisque lim(x,y)→(a,0)
∂f
∂y

(x, y) n'existe pas). Finalement f est
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A. Lesfari (Calcul Di�.) 12

Exercice 3.4 Etudier la continuité et la di�érentiabilité de la fonction f dé-
�nie sur R2 par

f(x, y) =


sin4 x

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Réponse : En utilisant le fait que : ∀x ∈ R, | sin x| ≤ |x|, on montre que la
fonction f est est continue et di�érentiable sur R2.

Exercice 3.5 Soit f une fonction de classe C1 de R dans R. On pose

g(x, y) =

{ f(x)−f(y)
x−y

, x 6= y

f ′(x), x = y

a) Etudier la continuité de g sur R2.
b) Si f ′′(a) existe, g est-elle di�érentiable en (a, a)?

Réponse :
a) g est continue sur R2.
b) oui.

Exercice 3.6 Etudier la continuité et la di�érentiabilité de la fonction dé�nie
sur R2 par

f(x, y) =

{
sinx sin y sin 1

x
sin 1

y
, xy 6= 0

0, xy = 0

Réponse : f est continue et di�érentiable en (x, y) ∈ R2 sauf peut-être en (x, y)
tels que : xy = 0. f est continue en (x, y) tels que : xy = 0. f n'est pas
di�érentiable en (a, 0), (0, a) avec a /∈ {kπ : k ∈ Z} ∪ { 1

kπ
: k ∈ Z∗}. f est

di�érentiable en (0, 0), (kπ, 0), ( 1
kπ
, 0), (0, kπ), (0, 1

kπ
), k ∈ Z∗.

Proposition 19 Soient

f, g : Ω ⊂ E −→ F, h : Ω ⊂ E −→ R,

des fonctions di�érentiables au point a ∈ Ω. Alors f + g et fh sont di�éren-
tiables en a et on a

d(f + g)(a) = df(a) + dg(a), d(fh)(a) = h(a)df(a) + f(a)dh(a).

Si de plus, h(a) 6= 0, alors
f

h
est di�érentiable en a et

d

(
f

h

)
(a) =

(df(a))h(a)− f(a)dh(a)

h2(a)
.
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A. Lesfari (Calcul Di�.) 15

4 Matrice jacobienne

Considérons l'application f : Ω ⊂ E −→ F , x 7−→ y = f(x). On a

y1 = f1(x1, ..., xn),

y2 = f2(x1, ..., xn),
...

yp = fp(x1, ..., xn).

On suppose que les dérivées partielles
∂fi

∂xj

(a), 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ n, a ∈ Ω,

existent.

Dé�nition 21 On appelle matrice jacobienne de f en a, la matrice d'ordre
p× n suivante :

Jf (a) =


∂f1

∂x1
(a) ... ∂f1

∂xn
(a)

∂f2

∂x1
(a) ... ∂f2

∂xn
(a)

...
...

∂fp

∂x1
(a) ... ∂fp

∂xn
(a)


Si p = 1, Jf (a) se réduit à un vecteur de E,

grad f =

(
∂f

∂x1

(a), ...,
∂f

∂xn

(a)

)
, (f ≡ f1),

appelé gradient de f ; (On le note grad f ou ∇f).
Si n = p, le déterminant de la matrice Jf (a) s'appelle jacobien de f en a

et on écrit
det Jf (a) =

∂(f1, ..., fn)

∂(x1, ..., xn)
(a).

Exprimé en terme de matrice jacobienne, la proposition précédente (sur la
di�érentielle d'une fonction composée) fournit le résultat suivant :

Proposition 22 On a

Jg◦f (a) = Jg(f(a)).Jf (a).

Supposons de plus que f est bijective avec g = f−1. D'où det Jg◦f (a) = 1,
et par conséquent

∂(f1, ..., fn)

∂(x1, ..., xn)
=

1

∂(x1, ..., xn)

∂(f1, ..., fn)

.

Cette formule est très utile car permet souvent d'éviter l'inversion explicite
d'une fonction.
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A. Lesfari (Calcul Di�.) 16

Proposition 23 (théorème des accroissements �nis) : Soient Ω un ouvert de
E et f : Ω −→ R une application, a ∈ Ω, h ∈ Rn tels que le segment [a, a+h] =
{a + th : 0 ≤ t ≤ 1} soit inclus dans Ω. On suppose que f est di�érentiable
sur Ω. Alors, il existe un réel θ ∈]0, 1[ tel que :

f(a+ h)− f(a) =
n∑

i=1

hi
∂f

∂xi

(a+ θh),

avec h = (h1, ..., hn) ∈ E.

Remarque 24 Le théorème des accroissements �nis n'est plus vrai pour les
fonctions à valeurs vectorielles (en particulier à valeurs complexes).

Proposition 25 (Inégalité des accroissements �nis) : Soient Ω un ouvert de
E et f : Ω −→ F une application, a ∈ Ω, h ∈ E tels que le segment [a, a + h]
soit inclus dans Ω. On suppose que f est continue sur [a, a+ h], di�érentiable
sur ]a, a+ h[ et que :

∃M, ∀x ∈]a, a+ h[, ‖ df(x) ‖≤M.

Alors,
‖ f(a+ h)− f(a) ‖≤M ‖ h ‖ .

Exercice 4.1 Soit Ω un ouvert convexe de E, f : Ω −→ F une application
di�érentiable dans Ω. Supposons qu'il existe

M = sup{‖ df(x) ‖;x ∈ intΩ} < +∞

tel que : ∀x ∈ Ω, ‖ df(x) ‖≤M. Montrer que f est lipschitzienne sur Ω.

Exercice 4.2 Soit f : Ω ⊂ E −→ F , f ∈ C1(Ω, F ), x, y ∈ E tels que :
∀t ∈ [0, 1], x+ t(y − x) ∈ Ω.

a) Montrer que :

f(y) = f(x) +

∫ 1

0

f ′(x+ t(y − x))(y − x)dt.

b) En déduire que :

‖f(y)− f(x)‖F ≤ sup
t∈[0,1]

‖f ′(x+ t(y − x))‖L(E,F ).‖y − x‖.

Indication : Poser ϕ(t) = f(x + t(y − x)) et utiliser le théorème de la dérivée
de fonctions composées.
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A. Lesfari (Calcul Di�.) 30

Dé�nition 43 On appelle matrice hessienne (ou tout simplement hessienne)
de f en a, la matrice suivante :

H(f, a) =


∂2f
∂x2

1
(a) ∂2f

∂x1∂xn
(a) ... ∂2f

∂x1∂xn
(a)

∂2f
∂x2∂x1

(a) ∂2f
∂x2

2
(a) ... ∂2f

∂x2∂xn
(a)

...
...

...
∂2f

∂xn∂x1
(a) ∂2f

∂xn∂x2
(a) ... ∂2f

∂x2
n
(a)

 =

(
∂2f

∂xj∂xi

(a)

)
1≤i,j≤n

.

A la matrice hessienne H de f en a (comme toute matrice carée d'ordre
n), on associe la forme quadratique Q : E −→ R, dé�nie par

Q(h) =
n∑
i,j

∂2f

∂xj∂xi

(a)hihj, ∀h = (h1, ..., hn) ∈ E.

Cette forme quadratique est parfois notée d2f(a) et sa valeur en h, d2f(a)(h).
Rappelons qu'une forme quadratique Q est dite

- dé�nie positive si ∀h ∈ E, h 6= 0, Q(h) > 0.
- semi-dé�nie positive si ∀h ∈ E,Q(h) ≥ 0.
- dé�nie négative si ∀h ∈ E, h 6= 0, Q(h) < 0.
- semi-dé�nie négative si ∀h ∈ E,Q(h) ≤ 0.
- indé�nie si ∃h, g ∈ E avec Q(h) > 0 et Q(g) < 0.

Proposition 44 (Conditions su�santes) : Soit Ω un ouvert de E, f : Ω −→
R une fonction de classe C2 et a ∈ Ω tel que : df(a) = 0.

1) Si d2f(a) est une forme quadratique dé�nie positive, alors f possède un
minimum local au point a.

2) Si d2f(a) est une forme quadratique dé�nie négative, alors f possède un
maximum local au point a.

3) Si la forme quadratique d2f(a) est indé�nie, alors f n'a pas d'extremum
au point a.

Proposition 45 Si f possède un minimum local (resp. un maximum local) au
point a, alors d2f(a) est semi-dé�nie positive (resp. semi-dé�nie négative).

Remarque 46 On démontre en algèbre qu'une forme quadratique Q associée
à une matrice symétrique H est dé�nie positive (resp. semi-dé�nie positive)
si et seulement si toutes les valeurs propres de la matrice H sont strictement
positives (resp. positives).

Proposition 47 (Conditions su�santes) : Soit Ω un ouvert de E, f : Ω −→
R une fonction de classe C2 et a ∈ Ω tel que : df(a) = 0.

1) Si les valeurs propres de la matrice hessienne H(f, a) sont strictement
positives, alors f possède un minimum local au point a.
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