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Exemple 18 FEtudions la différentiabilité de la fonction définie sur R? par

204 T
_Joytsing, y#0
f('rhy)_{ O, y:

oMK
(Surface d’équation z = f(x, yé-\ C

La fonction f est dzﬁerentzab w@ ?)% comme produil et
composée de fonctions es 076 O“

P(e\,w @@e f (x,y) —2ysm§—xcos£

Y
et 8f(() 0) = a—f(0,0) = 0. En outre, |% z.y)| <y,

of

lim af(:v y)=0= 5

(z,y)—(0,0) Ox 92 % 0);

ainsi gx est continue en (0,0). Donc la fonction f est différentiable en (0,0).
De méme, la fonction [ est différentiable en (a,0), a # 0 car ai et af ezistent

au point (a,0) ; 8f *(a,0) = 8f(a 0)=0, et 85 est continue en (a, 0)

of _a_9f
(z, l)Hnao 8x(x y)=0= 8x(a’0)'

(Notons que pour ce dernier cas, si a # 0, la dérivée partielle g—i(a:, y) n'est pas

continue en (a,0) puisque lim g ) —(0,0) g—i(x,y) n’existe pas). Finalement f est
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Exercice 3.4 FEtudier la continuité et la différentiabilité de la fonction f dé-
finie sur R? par

fay) =4 Zige @700
0, (7,y)=(0,0)

Réponse : En utilisant le fait que : Vo € R, |sinz| < |z|, on montre que la
fonction f est est continue et différentiable sur R2.

Exercice 3.5 Soit f une fonction de classe C* de R dans R. On pose

f(@)—f(y)
e — i
g(z,y) = { ey 7Y

(2), ==y

a) Etudier la continuité de g sur R2.
b) Si f"(a) existe, g est-elle différentiable en (a,a)?

Réponse : \(
a) g est continue sur R2. \e ‘CO -\)

b) oui.

Exercice 3.6 FEtudier la contz% N@x‘&ntmb@%e la fonction définie

our B por "( sin x si ﬂs y;éO
\,\eth g WX— Oxy—O

g’ponse : fest Continugt différentiable en (z,y) € R? sauf peut-étre en (z,y)
tels que : zy = 0. f est continue en (z,y) tels que : zy = 0. f n’est pas
différentiable en (a,0), (0,a) avec a ¢ {km : k € Z} U{z : k € Z*}. f est
différentiable en (0,0), (k7,0), (z,0), (0,kn), (0,%), k € Z*.

Proposition 19 Soient
frg: QCFE—F, h:QCFE—R,

des fonctions différentiables au point a € 2. Alors f + g et fh sont différen-
tiables en a et on a

d(f +g)(a) = df(a) +dg(a), d(fh)(a) = h(a)df(a) + f(a)dh(a).
Si de plus, h(a) # 0, alors % est différentiable en a et

1Y @@k — fe)dhla)
(1) 0= W) '
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4 Matrice jacobienne
Considérons l'application f: Q C EF — F, 2 +—y = f(z). On a

N = fl(xla"'axn)a
Y2 = fQ(xlv "'an)a

Yp = fp(mla "-7xn)'
Ofi

On suppose que les dérivées partielles 8—(@), 1<i<p, 1<j<n,ac€
Zj

existent.

Définition 21 On appelle matrice jacobienne de f en a, la matrice d’ordre
p X n sutvante :

Lla) ... §2(a)
L (a) oL ()

@=L O \)\4
U (a) ... ;ji(% \e‘(‘, .

Sip=1, Js(a) se réduit a un vecN@ 6
of 22

e’ Mo
@ 1ent de f; ? ge grad f ou Vf)
Si nt de la matrice J¢(a) s’appelle jacobien de f en a

in =p, le déter
et on écrit

(fb ey fn> a
8(x1,...,xn)( )

Exprimé en terme de matrice jacobienne, la proposition précédente (sur la
différentielle d’une fonction composée) fournit le résultat suivant :

det Jf( )

Proposition 22 On a

Jgor(a) = Jo(f(a)).J5(a).

Supposons de plus que f est bijective avec g = f~1. D’ou det Jyor(a) = 1,
et par conséquent
O(f1, - [n) 1

Oy, .y y) 01,y )’
O(f1, - fn)

Cette formule est trés utile car permet souvent d’éviter I'inversion explicite
dune fonction.
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Proposition 23 (théoréme des accroissements finis) : Soient Q0 un ouvert de
E et f: Q — R une application, a € Q, h € R" tels que le segment [a,a+h] =
{a+th:0 <t <1} soit inclus dans Q). On suppose que [ est différentiable
sur 2. Alors, il existe un réel 0 €]0,1] tel que :

fla+h)— Zh a+ 0h),

avec h = (hy,....,h,) € E.

Remarque 24 Le théoréme des accroissements finis n’est plus vrai pour les
fonctions a valeurs vectorielles (en particulier d valeurs complezes).

Proposition 25 (Inégalité des accroissements finis) : Soient Q un ouvert de
E et f:Q — F une application, a € ), h € E tels que le segment [a,a + h]
soit inclus dans Q). On suppose que f est continue sur [a,a + h], différentiable

surJa,a + h| et que :
B\

IM,Vz €la,a + h[, || df () |< M. 0.
Alors, Sa\ C
H f(a +‘a“ (e Ve "t

Exercice 4.1 uvert con e@ Dﬁ Q — F une application
reiie e
MY df (x) ||;x € intQd} < 400

sup{|
tel que : Yz € Q, || df (z) ||< M. Montrer que f est lipschitzienne sur €Q.
Exercice 4.2 Soit f : Q C E — F, f € CY(,,F), x,y € E tels que :

Vt e [0,1], z+tly —x) € Q.
a) Montrer que :

1
+ / f(x+tly —2))(y — z)dt.
0
b) En déduire que :

1f(y) — f(@)|lr <t21[ép1 1 (x +t(y — 2) | cer)-lly — 2|

Indication : Poser p(t) = f(z + t(y — x)) et utiliser le théoréme de la dérivée
de fonctions composées.
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Définition 43 On appelle matrice hessienne (ou tout simplement hessienne)
de f en a, la matrice suivante :

22f % f > f
8§ (a) 89012323n <a> 89E123xn (a)
e} 0 e}
R ACEE " (O - ON A,
: : : J¥ 1<i,j<n
9? o o?
axngacl (CL) (%cnafxg (CL) ﬁ (a)

A la matrice hessienne H de f en a (comme toute matrice carée d’ordre
n), on associe la forme quadratique @ : E — R, définie par

VYh = (hy,..., h, E.
Z 813]81'1 ( 1y -+ ) €

Cette forme quadratique est parfois notée d?f(a) et sa valeur en h, d*f(a)(h).
Rappelons qu'une forme quadratique () est dite

- définie positive si Yh € E,h # 0,Q(h) > u\(
cO-

- semi-définie positive si Vh € F Q( ) > O

- définie négative si Vh € E,h # 0 Q a\e

- semi-définie négative si Vh € E 6 5

- indéfinie si dh,g € £ avec

Pr0p051t10n é '&x quﬁismg@ un ouvert de E, f:Q —
evela

R une sse C?
y ) est un ?@ega ratique deﬁme posztwe alors f possede un
memum local au poin
2) Si d*f(a) est une forme quadratique définie négative, alors f posséde un
mazimum local au point a.
8) Si la forme quadratique d*f(a) est indéfinie, alors f n'a pas d’extremum
au point a.

Proposition 45 Si f posséde un minimum local (resp. un mazximum local) au
point a, alors d>f(a) est semi-définie positive (resp. semi-définie négative).

Remarque 46 On démontre en algebre qu’une forme quadratique Q) associée
& une matrice symétrique H est définie positive (resp. semi-définie positive)
st et seulement si toutes les valeurs propres de la matrice H sont strictement
positives (resp. positives).

Proposition 47 (Conditions suffisantes) : Soit Q un ouvem‘ de E, f:Q —
R une fonction de classe C* et a € Q tel que : df (a) =

1) Si les valeurs propres de la matrice hessienne H(f, a) sont strictement
positives, alors [ possede un minimum local au point a.



