Chapitre 1 Méthodes du Raisonnement Mathématique

Proposition 1.1.1. Soient P,Q et R trois assertions. Nous avons les équivalences suivantes :
(1) P = (P)

(2) (PAQ) = (@AP)

3) (PVQ) = (QVP)

(4) (PAQ) & (PVQ)

(5) (PVQ) = (PAQ)

(6) PN(QVR)<= (PANQ)V (PAR)
(7) PV(QAR) < (PVQ)AN(PVR)
®) P=Q) « (@=7P)

1.1.3 Quantificateurs

Le quantificateur "V’ : pour tout
[’assertion
Vee E, P(x)

est une assertion vraie lorsque les assertions P () sont vraies pour tous les éléments « de I’ensemble
E.
On lit : pour tout x appartenant & F, P (z) est vraie. \(

Exemple 1.1.7.

o Vx € R, 22 > 0 est une assertion vraie. O
o Vr eR, 22> 1 est une aSﬁV@me.
Quantificat ' ’el\&!ste 6

L’asser
dre B, P(x)

est une assertion vraie lorsque l'on peut trouver au moins un élément x de E pour lequel P (z)
est vraie.

On lit il existe = appartenant & F tel que P (x) (soit vraie).

Exemple 1.1.8.

e Jz € R, 22 <0 est vraie, par evemple x = 0.

e dz e R, 22 <0 est fausse.

La négation des quantificateurs

La négation de
(Vz € E, P(z)) est (ax cE, P(:c)) .

Exemple 1.1.9. La négation de | Vo € R: 2% > 0| est l'assertion
(z)
P(x

JreR:22<0.
—

P(z)



Chapitre 1 Méthodes du Raisonnement Mathématique

1.3.2 Correction des exercices

Solution 1.

(a) (2 < 3) est vraie et (2 divise 4) est vraie donc (2 < 3) et (2 divise 4) est vraie.

(b) (2 < 3) est vraie et (2 divise b) est fausse, l'une des deux est fausse donc (2 < 3) et (2 divise 5)
est fausse.

(¢) (2 < 3) est vraie et (2 divise 5) est fausse, ['une des deuzx est vraie donc (2 < 3) ou (2 divise 5)
est vraie.

(d) (2 < 3) est vraie et (2 divise 5) est vraie, les deux sont vraies done (2 < 3) el (2 divise 5) est

vrate.

(e) (2 < 3) est vraie donc (2 < 3) est fausse et (2 divise 5) est fausse par conséquent (2 < 3) ou

(2 divise b) est fausse car les deuz assertions sont fausses.

Solution 2.

Le connecteur logique sur les assertion suivante
(1) VeeR:z?=4=z2=2.
(2) VzeC:z=z< z€R.
B)Ve>0:22=1sz=1.

Solution 3. \)\(

(a) est fausse. Car sa négation qui est e CO .
VeeR, JyeR: Tega\
est vrate. Etant donné reRile zstﬁm wy eR ell&’ %y < 0, par exemple on peut
prendre y = — 1) et a Wi
(b) est vrai ?nd @z é onpe exemple)y——x+1 et alorsx+y=1>0.
est

Lanegatzo
HxER, Vye R:xz+y <0.

(c)Vx e R,Vy € R:x+y > 0, est fausse, par exemple x = —1, y = 0. La négation est
JreR, dJyeR:z+y<0.
(d) est vraie, on peut prendre x = —1. La négation est :
VzeR, JyeR:y*<ua.

Solution 4.

Soit n € N*. Sin est le carré d’un entier, alors 2n n’est pas le carré d’un entier, c’est-a-dire

(Elk:EN* n—k:Q) (VmEN:Qn#Wﬂ).
P Q

Raisonnons par [’absurde.
On suppose donc que n est le carré d’un entier, et que 2n est lui aussi le carré d’un entier,
c’est-a-dire

JkeN :n=£k%*) et (3m e N*:2n=m?).
(

7 . 7

Vv TV
P Q
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Chapitre 2 Les ensembles, les relations et les applications

2.2.3 Relation d’ordre

Définition 2.2.5. Une relation binaire R sur E est dite une relation d’ordre si elle est antisymé-

trique, transitive et réflecive.
Exemple 2.2.3. Soit R la relation définie sur N* par la relation x divise y, c¢’est-a-dire
TRy < Jk e N* 1y = ka.

Alors
o Pour x € N*: x divise x, donc R est une relation réflexive,
o Pour x,y,z € N*, si x divise y et y divise z, donc x divise z, ¢a signifie que R est une
relation transitive.

o Pour x,y € N*, si x divise y et y divise x, alors

= o =kkzx

TRy < dky e N* 1y = ko
yRr < dky € N* 1 1 = koy

= x(l—kzgk,‘l):O
= kok1 =1, car x #£ 0,

il vient que koky = 1, comme ko, k1 € N*, alors ky = ky = 1, c’est-a-dire x = vy, ¢a signifie
que R est une relation anti-ymétrique.
Ainsi R est une relation d’ordre. \ CO *

L’ordre total et ’ordre partiel N te
Définition 2.2.6. Soit R W &L{OQWG de@ze @"L ,)@-sgnble E, on dit que R est totale,

si pour l‘OWPx’(yéﬂx@ Pag@ ou yRuw.

Sinon, on dit que R est partielle, ¢’est-a-dire
dr,y € E:ni xRy el niyRx
Exemple 2.2.4. Soit R une relation d’ordre définie sur N* par :
TRy < IneN:y=naz.

Pour x =2 et y =3, on a ni xRy ni yRx, alors R est un ordre partiel.

2.3 Les applications

2.3.1 Définition d’une application

Définition 2.3.1. Soient E et F' des ensembles donnés, on appelle application de E dans F, toute
correspondance f entre les éléments de E et ceux de F' qui associe a tout élément de E un et seul
élément de I, on écrit
f:E —F
z = f(z)
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Chapitre 2 Les ensembles, les relations et les applications

L’ensemble E est dit ensemble de départ et F' est dit ensemble d’arrivée.
Lélément x est dit I” antécédent et y est dit ["image de x par f.

L’application f est dite fonction si, pour chaque x € E, il existe au plus y € F tel que f (x) = y.

Exemple 2.3.1. Soit f : N — C, tel que f (n) = n+ie", alors f est une application, avec E = N
et ' =C.

Définition 2.3.2 (Graphe). Soient E et F' des ensembles donnés. Le graphe d’une application
f:E— F est
I'y:={(z,f(x)):x€e E} C EXF.

Définition 2.3.3 (Egalité). Soient f,g : E — F des applications. On dit que f,g sont égales si
et seulement si
pour tout x € E 1 f(x) =g (z).

On écrit alors f = g.

Définition 2.3.4 (Composition). Soient E, F et G trois ensembles et [ et g deux applications
telles que
ELF5a

On peut en déduire une application de E dans G notée go [ et appelée application

(g0 f) (@) =g(f (=), pour toég\e cO-

Définition 2.3.5. Sozt E un ensemble, M catzon z@%@ notée id : E — E Uappli-

cation qui vérifie id (r) = x, Yz *q O
Exemple@?fé&!&@ — R* @@FF 9 +oo| deﬁmes par :

V:UER+ et g(z)=2r+1 VreR".

posée de f

u

et g, par

Alors go f: R —[1,+00[ est donnée par

(gof)(x)=g(f(x)=g(2*) =22>+1 VereR

Définition 2.3.6. Soit f : E — F une fonction. On appelle domaine de définition de f, noté Dy

Pensemble des éléments x € E fait auquels il existe un unique élément y € F, telle que y = f (x) .
Exemple 2.3.3. Soit f: R — R définie par f () = Vx + 1, alors
Di={reR:2+1>0} =[-1,+00].

Définition 2.3.7. Soit A C E et f : E — F une application. On appelle restriction de f a A,
Uapplication fila : E — F définie par

fia(z) = f(z), pour tout x € A.

Définition 2.3.8. Soit E C G et f: E — F une application. On appelle prolongement de f a G,

toute application g de G vers F dont la restriction a E est f.
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Chapitre 2 Les ensembles, les relations et les applications

Exemple 2.3.7. Soit f Uapplication définie par f (z) = |x| de Z — N, alors f est surjective. Soit
yeN, pourr=youxr=—y, onax€Zet

f(x) =zl =y,
donc il existe x € Z tel que y = f (x) .

Définition 2.3.13. Soit f : E — F. On dit que f est bijective (ou f est une bijection de E sur
F) si et seulement si : f est a la fois injective et surjective. Cela équivaut & : pour tout y € F il

existe un unique x € E tel que y = f (z). Autrement dit :
VYye F, AxecE y=f(x).

Exemple 2.3.8. Soit f Uapplication définie par f(x) = v — 7 de Z — 7Z, alors f est bijective.
En effet, soit y € Z, tel que f(x) =y, alors x =y + 7, donc il existe un unique x dans Z tel que

y=f(x).

Remarque. i l'application f est bijective, et seulement dans ce cas, a tout y € F' on fait corres-

pondre un x € E et un seul.

Définition 2.3.14. Soit f : E — F une application bijective. On définit Uapplication f~1: F —

E, appelée application réciproque de f, donnée par f~' (x) =y si et seulement si = 1.
Exemple 2.3.9. Soit f lapplzcatzon définie par f X *GQ “+oo[, alors f est
bijective, car pour touty € [1,00], I’ equatwn y = zque solution x = \/y . La

bijection réciproque est f1: — R*
@ﬂ t@ﬁ }

Proposﬂ:@?&\,é'ozt E F?&@@es et f E — F une application. L’application f est

bijective si et seulement sl existe une application g : F' — E telle que

Jog=idr et gof=1idg.

Exemple 2.3.10. Soit f : R — RY définie par f (v) = e*, Vo € R, f est bijective, sa bijection
réciproque est g : RY — R définie par g(x) =In(x). Ona fog:RL - RY et go f:R =R, tel
que

(fog)(x) :Glnxzx:idRi () et (gof)(x)=Ine" =z =1idg(x).

Proposition 2.3.3. Soient f : E — F et g : F' — G des applications bijectives. L’application

go f est bijective et sa bijection réciproque est

(gof) ' =fTtog™"

2.4 Exercices

2.4.1 Enoncés

Exercice 8.
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(1) On considére les ensembles suivants :
A={1,3,7,9,12}, B={1,3,2}, C=1{3,4,7,9}, D=1{31}.
Décrire les ensembles suivants et leurs cardinauz :
ANB, A\B, AAB, DxC, BnC, CpA, DUA, 7P).
(2) Décrire les ensembles suivants :
F=[-2,1N]-00,0], E=[-2,1U]-00,0], G=[-21[A]—-00,0], H =CRgF.

Exercice 9. Soit A, B et C trois parties d’un ensemble E.

(1) Montrer que : (A\B)\C = A\ (BUC).
(2) SSAUBC AuC et ANB C ANC, montrer que B C C.

Exercice 10. Soit R la relation définie sur R? par :

(z1, 1) R (22,92) < y1 = yo.

(1) Montrer que R est une relation d’équivalence.

(2) Déterminer la classe d’équivalence de (1,0). u\(

(;O

(3) Méme questions pour la relation R définie sur R? par \

(z1, 7‘3.%’(, N@x@ = 6
Exercice 11. Soit R la T ﬁ&@ sur

preV'® pa@gﬂ% :

(1) Montrer que R est une relation d’ordre

(2) L’ordre est il total ?

Exercice 12. Dans R? on définit la relation R par :

(21, 91) R (29, y2) & cos® (x1) +sin® (z2) =1 et |y1| = |yo .
(1) Montrer que R est une relation d’équivalence.

(2) Déterminer la classe d’équivalence de (0,0).

Exercice 13.

(1) Montrer que les fonctions suivantes sont des applications puis vérifier si elle sont injectives,

surjectives ou bijectives :

v: N—N 7 N—>Z k : 7 — N
n—n?’ n—om:-7" n—4n?2+5"’
fo [=L1]—10,1] g: R\{—%}%R h: RE—R
—x ,

x—=V1—2a2 x—Inz

%
r+3
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Chapitre 2 Les ensembles, les relations et les applications

ce qui entraine que x1 = To = 1 ou x1 = x9 = —1, c’est-a-dire que x1 = x5, ainsi
g(x1) = g (x2) = 71 = xa.
L’application g est surjective. Soit y € [—1,0[U]0, 1], alors

(f(x)=y) < (y(1+x2):2x)
& yr? =22 4+y=0.

Siy € [-1,1], alors 1 —y* > 0, comme A = 4 — 4y* = 4(1 — y?) > 0, alors l’equation

yx? — 2z +y = 0 admet deuzx solutions

1—/1—y° 14 /1 —y2

r=———" ou r=———— avec y # 0.
Y
. . 1—4/1—y? . 1 1+4/1—y2
La seule solution acceptée x € [—1,1] est x = , car, sty = 3, alors =

2+V3 ¢ [-1,1].

Sty =0, alors x = 0. Donc g est une bijection.

Solution 15.

(1) La fonction f est injective. Soit x1,x9 € |0, +00[, on a

[f (1) = [ (22)] = (\/_+1 —1=( <@+&

\/_+1

O e:cg +
\|\| .‘( o\l\ § %
\e
La Bc&on f est 8’11,7“]669 a%e [0, +00], alors

y=/f(@)] & y=(Kz+1)" -1
(Vz+1) =y +1.

Comme y € [0,400], alors U'équation (T +1)° =y +1 > 1 admet des solution

(Vz+1)'=y+1 o [Ve+1|=y+1
& Vr+l=\y+1,

car v/x +1 >0, donc

\/_:\/y—i—l—IZO@x:(x/y+1—1>2207

alors )
T = (W— 1) € [0, 00[.

(2) La fonction réciproque f~' : [0, 00] — [0, 00| est donnée par :

Fw) = (VEFT-1) e r2o2TFE, Voo,
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Chapitre 3 Les fonctions réelles & une variable réelle

Exemple 3.1.2.

i) Les fonctions exponentielle exp : R — R est strictement croissante.

i1) La fonction valeur absolue x — |x| définie sur R n’est pas monotone.

3.1.4 Fonction paire, impaire, périodique

Définition 3.1.5. Soit [ un intervalle de R symétrique par rapport a 0. Soit f : I — R une

fonction. On dit que :
i) f est paire siVr e l: f(—z) = f(x).
i1) f est impaire siVr € I : f(—z) = —f (2).

Exemple 3.1.3.

i) La fonction définie sur R par x — 2°" (n € N) est paire.

2n+1

i1) La fonction définie sur R par v — x (n € N) est impaire.

Définition 3.1.6. Soit f : R — R une fonction et T un nombre réel, T' > 0. La fonction f est

dite périodique de période T si

VeeR: f(x+T)=f(x). \)\L

Exemple 3.1.4. Les fonctions sin et cos sont 2w pemodzqueséaa'\@ngngente est m-périodique.

3.1.5 Opérations algeb]{i?@ l foncSor&’O%
L’ensemble des fo te\bﬁl D'C R da [%’ZQ Q
N
DeﬁnltloPYgSment f et a{g et A € R. On définit

e Somme de deux fonctions f+g:2 — (f+g)(z) = f(z) +g(x).
e Pour A € R, on définit Af : x — (Af) (z) = Af (x).
e Produit de deux fonctions fg: 2 — (fg) (x) = f(x) g (z).

Remarque. Les fonctions f+ g, Af et fg sont des fonctions appartenant ¢ F (D, R).

Définition 3.1.8. Soient f et g € F (D,R) et A € R. On dit que
o f<gsiVzeD, f(z)<g(x).
o f<gsiVreD, f(zx)<g(x).

Exemple 3.1.5. Soient f et g deux fonctions définies sur ]0,1[ par f (z) = x, g (x)
g<f,carVr €01, 2* < z.
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Chapitre 3 Les fonctions réelles & une variable réelle

3.2.2 Théorémes sur les limites

Théoréme 3.2.1. Soit f : [a,b] — R et xg € |a,b]. Les deux propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

(1) lim f () =

T—T0

(2) Pour toute suite (Ty),cy, Tn € ]a,b] telle que n1—1>r—|I—1c>oxn = xg, alors nl_l)r_il_loof (x,) = L.

Démonstration. Condition nécessaire : Supposons que lim f (z) = £ et (x,), .y une suite de [a, b].
T—T0

Ceci s’écrit, par définition :
Ve>0, 35>0, Vrelabd], si |z—x<d=|f(x)—{<e.

Comme ¢ = 111}_1 T, il existe ng € N, tel que pour tout n > ng on a |z — xy| < §. En récapitulant,
n—
on obtient

Ve>0, dngeN, Vn>mny, |f(z,)—{<e.

Ce qui signifie bien que la suite (f (z,)), oy tend vers /.

neN
Condition suffisante : Supposons que ¢ n’est pas limite de f en x(. La négation de la définition de

la limite nous donne

Je>0, V60, 3relab], si |t—w <5 et |f()—€| \"4

En particulier, pour tout n € N*| il existe z,, € [a, ], tel quesa\e C

NV
Donc, la suite (2,,),,cp "n e hmlte C d ﬁn ‘est pas limite de la suite (f (25)),,cn-
\
P | e\, O

Exemple 3.2.4. La fonction f cx € R* — sin <—

) n’admet pas de limite au point 0. En effet,
x

considérons les suites

1 1
= by —— tout n € N.
a (n+1)ﬂ_ (& Y. 2nﬂ_+% pour tout n

On a x, — 0 et y, — 0 lorsque n — 400, comme
sin (x,) =sin((n+1)7) =0 et sin (y,,) = sin (2n7r + g) =1,

alors les deuz limites sont différentes, donc f n’admet pas de limite au point 0.

3.2.3 Opérations sur les limites

Théoréme 3.2.2. Soit f,g: [a,b] — R et zy € ]a,b], tel que lim f (x) = £ et lim g (x) = £, Alors

T—T0 T—T0

a) lim [f(z)+g(@)]=0+(.

T—T0

b) mlg];l (Af () = A, pour tout A € R.
¢) lim f(z)g(z) =00

T—ITQ
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Chapitre 3 Les fonctions réelles & une variable réelle

Remarque. En posant x = xo+ h, on a

f (w0) = mf($0+h) —f(fo)'

ilzl—>0 h

On peut encore écrire
f(zo+h)=f(x) + hf (wo) + he (R), }3{}55 (h) = 0.

Exemple 3.4.1. Soit f la fonction réelle définie sur R par f(x) = x*. La dérivée de [ en un
point xo € R est

: - f@oth) = fw) _ (w0 h)’ —

= 1
1 (@o) B0 h h—0 h
h? + 2xoh
= hmﬂ = limh + 2x9 = 2xy.
h—0 h h—0
Définition 3.4.2. La fonction qui a tout x de I associe f (x) dans R s’appelle fonction dérivée
/ df
de f et se note f ou —.
dz

Proposition 3.4.1. Toute fonction dérivable en un point est continue en ce point.

Démonstration. Si f est dérivable au point g, alors pour tout h > 0, il existe € (h) tel que

f(wo+h) = f (x0) + hf (20) + he (h),  lime (h) = 0.

D’ou
lim f (g + h) = f (20) O ‘\)\(
\e. C 0

eSS
o743

Définition 3.4.3. }js I —-R % j@;SLOTL sur Uintervalle I. Si f' est dérivable
a son tou? olee [ P @ azt érivée seconde de f. Cette notion se généralise a
ns en

est définie par

3.4.2 Dérivées d’ordres§u1t3mrN

Uordre n. 1 la dérivée d’or

£ (@) = (£ (a).
Exemple 3.4.2. Soit la fonction f(x) = sin (z) définie sur R. Les dérivées d’ordre 1 et 2 sont
f (x) = cos (z) = sin <x + g) et f"(x) = cos (:c + g) = sin (x + 2%) :
Par récurrence la dérivée d’ordre n de f est

sin™ (z) = sin (x + ng) .

Fonction de classe C"

Définition 3.4.4. Soit n € N*. On dit qu’une fonction définie sur l'intervalle I est de calasse C™
ou n fois continument dérivable si elle est n fois dérivables et si f™ est continue sur I. On notera

C" (I) l’ensemble des fonctions de calasse C™.

Définition 3.4.5. On dit qu’une fonction est de calasse C° si elle est continue sur I, et de classe

C™ si elle indéfiniment dérivable sur I (c’est-a-dire ™) existe pour tout n).

Exemple 3.4.3. La fonction v — |x| définie sur R est de classe C° (R), mais n’est pas de classe

C' (R), car n'est pas dérivable a 'origine.

39



Chapitre 3 Les fonctions réelles & une variable réelle

Dérivée a droite, dérivée a gauche
Définition 3.4.6. On dit que la fonction [ est dérivable a droite en xq si

lim [ (x) = f(20)

ar:*):va' T — Zo

existe et est finie.

On dit que la fonction f est dérivable a gauche en xq si

o @) = 1 ()
Ty T — Xy
exriste et est finie.
Notation. On note, dans ce cas :
/ - [ (@) — f(x0) ’ T f(x) = f(20)
fa(wo) = xliglg—w ~ o et /s (z0) = xg%—x “zp

Remarque. La dérivée de f au point x existe si et seulement si f, (xo) et f;] (o) existent et sont
égales
f est dérivable au point o < f, (z0) = f; (z0) = f (o).

Définition 3.4.7. Si les dérivées a gauche et a drozte existent et sont dzﬁere@zs ( \4&5tent alors
deux demi-tangentes a la courbe Cy au point (xo, f ) dit pomtV@l

Exemple 3.4.4. Considérons la fonction f (z )ﬁ est nie sur R. Elle admet deux

points anguleuz, a savoir | omgm%% 6@]) 1, 0
e Au point (0,0) AO O

f, (?(%\%?&1 =—1 et f;(0)= lim Lg(o) = lim 1—z = 1.

z—0~ z—0t T — z—0t

e Au point (1,0) on a

by o S@) @A) Coy e J@) - @)
fg (1) N xlir?_? N xlir{l—x =-1 fd (1) xligl"'? a xlir{l"'x =1
A Dorigine on a deux demi-tangentes, & savoir, y = x et y = —x. Au point (1,0), on a aussi
deuxr demi-tangentes d’équations :y=x—1 ety = —x + 1.
(Y
Cr
} } t } xr
-2 -1 1 2
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Chapitre 3 Les fonctions réelles & une variable réelle

Reégle de I’hopital

Théoréme 3.4.7. Soient [ et g deuz fonctions dérivables sur la,b|, et tendant vers 0 toutes
les deur pour x — at. On suppose que ¢ (x) ne s’annule pas dans un voisinage de a et que
@)
im

- = /. Dans ces conditions
z—at g (]})

’

. f) (%)
lim —+F = lim =/
z—at g (l’) z—at gl (l’)

Aussi, ce résultat vaut que ¢ soit un nombre réel ou +00 ou —o0.

Remarque. Le théoréme reste valable quand f et g deux fonctions dérivables sur ]a, b, et tendant

vers 0 toutes les deur pour x — b~.

Théoréme 3.4.8. Soient f et g deux fonctions dérivables sur ]a,b[. On suppose que g (x) ne
f(2)
g (x)

s’annule pas dans |a,b| et si admet une limite { au point xq € |a, b, alors

o L@ =S @) S @)
xligclo g(x)—g(xo) 751_’””0 g () ¢

Démonstration. Le Théoréme des accroissements généralisés appliqué sur [z, 2] do\t

f (@) - f(xo)_f'(cx) oe e cO-
@) =gl g >’ teg%i\@"

Si z — xg, alors ¢, — xg, par sul_ﬁgé%ﬂé autreme @’0%

\e\y
P ( e\, MS lorsque T — To.

[
Exemple 3.4.6. Soit la fonction ¢ définie par
In(z? +2+1)
= 2
o) = BEEIED g o g
’ 2$ =+ 1
Posons f(z) =In(2*+x —1) et g(x) =In(z), alors f (1) =0, f (z) = o — g(1)=0 et
2+ x—
’ 1
g (z) = = On a
’ 2 2
limf (z) = lim " e

z—1 g' (m) =122 + x4+ 1 B
d’apres la regle de [’hopital,
. In(z?* 4+ 2 +1)
lim
z—1 Inzx

= 1.
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Chapitre 3 Les fonctions réelles & une variable réelle

Solution 21.

e La fonction f est continue et dérivable sur |—oo,0[, |0, 7[ et |m, +oo].
o Pour xog =0, on utilisera les définitions des limites & gauche et a droite au point xo = 0. On
a
fy(0) = lim f(z) = lim 2° + 2 = 0,
—0~ z—0~
fa(0) = lim f () = lm sin () =0,

Alors f,(0) = f4(0) = f(0), donc f est continue en xo = 0.

On utilisera les définitions des dérivées a gauche et a droite au point xg = 0. On a

o 2
£ (0) = T i (1) N e L TR Y
z—0~ xz—0 z—0- T z—0~

£ =t LSO s

:c—>0+ x—0 z—0t xT

Comme f, (0) = f;(0) =1, alors la fonction f est dérivable en zo = 0.

Pour xq = mw, on utilisera les définitions des limites a gauche et a droite au point xg = m,

alors

fo(m) = lim f(z) = lim sin(z) =0,

T T—T

fa(m) = lim S (x) = lim 1+ cos (z) =0, \)\(
Alors f,(m) = fa(m) = f(m), donc f est continue en Ty = e CO
On utilisera les définitions des dérivées a g 1 e% au point xg = m, alors

f; (ﬂ') _ hmf(%)q’/fr 7T) R o h %@ 0_—8111 y) - 1.
\e

\ 6
preys @@@@—

1 —
= hmy(ﬂ): limy:O,

y—0t y?

Comme f; (7) # f; (), alors la fonction f n'est pas dérivable en xy = .
e La fonction g est continue et dérivable sur |—oo,0[ et ]0, +o0].

e Pour xo = 0, on utilisera les définitions des limites a gauche et a droite au point xo = 0, on
a
gy (0) = lim f(x) = lime* —1=0,

z—0~ rz—0~

94(0) = lim f(z) = lim zIn(x) —x =0,
x—07t

z—0t

Alors g4 (0) = g4 (0) = ¢ (0), donc g est continue en xo = 0.

o On utilisera les définitions des dérivées a gauche et a droite au point xo = 0, nous avons

g@)—g(0) _ e -1

(0) = 1i =1
9, (0) =0 x—0 =0~ T
@ —g) el - _
94(0) = Jim == =07 = Jim = = lim In(z) = 1 = —o0,
Comme g;l (0) = —o0, alors la fonction g n’est pas dérivable en xy = 0.
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Chapitre 4 Application aux fonctions élémentaires

4.2 Fonctions trigonométriques et leurs inverses

4.2.1 Fonctions trigonométriques

Les fonctions sinus et cosinus

H Fonction H sinw H CoS T H
Domaine de définition R R
Parité impaire paire
Période T=2r||T=2n
Dérivée cos T —sinx

(Y

Propriétés tesa\e *

Les fonctions sinus et cosinus @wm propriété iv%ﬁ@ ur tout x € R,
ocos?(:)s)—l—s'2(‘e\|\|'ﬁw'l 66 6*

et e
. 00828— 3 (1 + cos2x) P a'g
e sin’ (v) = % [1 — cos (2z)]
e cos (2x) = cos? (x) — sin? (x)

e sin (2z) = 2cos (z) sin (x)

Formules d’addition Vz,y € R, on a

e cos(z+y) = cos(z)cos (y) — sin (z) sin (y)
e cos(z —y) = cos(x)cos (y) + sin (z) sin (y)
e sin (z + y) = sin (z) cos (y) + cos (z) sin (y

(z+y) ) ) () sin (y)
e sin (z — y) = sin () cos (y) — cos () sin (y)

Formules de transformation de produits en sommes

e cos(z)cos(y) = % [cos (z + y) + cos (z — y)]

e sin (z)sin (y) = % [cos (x — y) — cos (x + y)]
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Chapitre 4 Application aux fonctions élémentaires

‘ tan(z) |
LT Lo |
:)j' = = — |
L2 L2 l
+ - 9 | o

—7m T |
J— pR— —_— | 7"' I
4 2 2 | |
f N=2r i
E r =0 i cot(z) 3

! | T =T

Propriétés. La fonction tangente satisfait les propriétés suz§r@\@ g@R {2 +km: ke Z}

onO.l an (20) — Qta—n() “( Om NO " ,LO%

1 — tan? () O
e tan ( PL( e\zﬂ%ge 68
tan (z) —

t n
e tan (ZL’ y) 1+ ta (m) tan (y)
- (ZL’) t (y> — M
an COST.COSY

4.2.2 Fonctions circulaire réciproques

Fonction z — arcsin x

T
o 272
bijection de [——, —] sur [—1, 1]. La bijection réciproque est appelée fonction arcsinus et est notée

La fonction sinus a une fonction dérivée strictement positive sur }— [ donc c’est une

arcsin,

arcsin : [—1,1] — [—g, g} , x —> arcsin (z) .
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Chapitre 4 Application aux fonctions élémentaires

(3) Yz € [0, 7], on a cos(x) =y < x = arccos (y) .
(4) VYo € [~1,1], on asin (arccos (z)) = V1 — 22.
Proposition 4.2.2. La fonction arccos est dérivable dans |—1,1[, et l'on a
/ —1
(arccosz) = Vi
Démonstration. Pour tout = € |—1,1[, on a cos (arccos (z)) = x, par dérivation, on obtient
/ 1 -1

(arccosx) = — =

sin (arccos (z)) /1 — 22

Fonction z — arctanzx

. . . . " T
La fonction tangente a une fonction dérivée strictement positive sur } 573 [, donc c’est une

T
bijection de [—5, 5} sur R. La bijection réciproque est appelée fonction arctangente et est notée

arctan,

arctan:R—)]—%,g[, x — arctan ().

arc Sa\e :

Propriétés.
(1) Vz € R, on a tan (arctan (z)) = .
(2) Vx € [—g, g}, on a arctantan (x) = .
(3) La fonction arctan est dérivable surs R, et l'on a

( ; )/ 1
arctanz) = )
14 22

4.3 Fonctions hyperboliques et leurs inverses

4.3.1 Fonctions hyperboliques

Définition 4.3.1. Les fonctions de la variable x,

x —x T _ - h 20 _ 1

h = =
ch () ch(z) e*+1’

1
= thz) (z #0)

s’appellent respectivement cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique, tangente hyperbolique et co-

tangente hyperbolique.
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Chapitre 5 Développement limité

2) Ona
N r oozt 2 at 2b
e —1—a = 1+ﬂ+§+§+z+a+xs(x)—l—x
N
S atyta el
alors
er—1—2z 1 z 22 2
folz) = T:5+§+Z+§+x€@)
+x+x2+m3+ %e (x)
= -4+ -+ —=—+-—+zc(x).
2 6 25 120
3) On a
. T e
et = 1+ﬂ+§+§+x5(x)
2 .3
= 1+x+5+g+x35(a¢)
Alors , s
e® I+ 4% +2 4 2% (2)

€Tr) = = E .
/s (@) xr+ e’ 1—1—2:15—1—%—1—%4—.7535(:15)

DL d’un quotient

Done
4) On a
x x
fi@) = mEe+a) =l (2(1+3)) =m@) +1n(1+3)
= ln(2)+ln(1+u),a’uecu:;
Comme
2 3
In(1+u) = u—%+%+u3s(u)
r x2
- §—§ ﬂ—f—l"g&(l‘).
Donce X
r x2
f4(x):ln(2)+§—§ +ﬂ+x35(x).

78



Chapitre 6 Algébre linéaire

e Ops €E, car 0+0+0=0, donc E # 0.
e Soientu = (v,y,2) € E etv = (ml,y,,z,) eFE,onadoncx+y+z=0 et x'—i—y’%—z/ = 0.
Soit A\, € R, alors

AuA+ v = X(z,y,2) + (xy2> = | A +px My +py e +pz |,
—_——— e — ———

" 17 1"
T Y z

(I;" +y// —|—z” _ )\x+u$/ +)\y+luy/ +)\z+uz/
= (Az+A\y+A2)+ (ux'+uy'+/w'>
= A(x+y+z)+u<:c’+y’+z') =0

ce qui montre que \u + uv € K

Finalement E est un sous-espace vectoriel de R3.

(2) On a

E = {(z,9,2) eR’: 2= —(z+y)}
= {($7y7_x_y):$ay€R}
= {(z,0,—2)+ (0,y,—y) : x,y € R}

alors {uy,us} est une famzlleeﬁm mon %U/Q} est libre. Soit A\, A2 €
R,
e‘ql\QQ 2= ORQ@,'&, 2 (0,0,0) = Ay = Ay =0,

donP{ul, us} est une

o V¥

Alors la dimension de E est égale a 2, car
dim £ = Card {uy,us} = 2.

Solution 40.
(1) Soit u= (x,y,2) € E, alors

r+y—22=0 r+y—22=0 - =y
2v—y—2=0 3r—32=0 T=2z

donc
E={(z,y,2) eR’:x =y =z}
e Ops € B, car 0 =0=0, donc E # 0.
e Soientu = (x,y,2) € E etv= (x/,y',z') €E, onadoncer=y=zetx =y =2. Soit
A € R, alors

Au+ pv = X(x,y,2) + (x,, /,z/>: e+ Ny + py A+ pz |
Iz (@,y,2) +px,y p , Ay + iy Iz

" 1 1"
T Y z
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