Alors on devra avoir
3 _ (eé3))2 eé?’) _ e(3) (eg3) e(3))

—€3 2 3
(3) (3) (3) (3))

=ey’ (u1e;” + uzey’ + uzes

=u eég) — Uo egg) + us (w1 e§3) + us eg?’) +uge

3
de lelle sorte que

0 = (—ug + ujus) eg?’) + (u1 + ugus) eg?’) + (14 u?) e:(,)?’)

et en particulier
14+u3=0

ce qui est absurde.

2.2 Propriétés géométriques

Avec ces notations, 'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit

-yl < [x[llyl

avec égalité si et seulement si les vecteurs x et y sont linéairement dépendants
et I'inégalité du triangle devient

Ix+yll < Il + [yl

avec égalité précisément lorsque les vecteurs x et y sont des multiples positifs
I'un de l'autre.

Exemple.



Une boule ouverte B(a, R) est ouverte : si xg € B(a, R), soit ||xo —al| =
p < R. Alors si |x — xo|| < R—p, x € B(a, R) car

[x —al < |lx —xol +[xo —al| <R—p+p=R.
Exemple.
Un demi-espace ouvert
Hiy={x|n-(x—a) >0}

est ouvert. Sixg € Hy, soit n-(xg—a) =0 > 0. Alors si ||x —xq|| < ¢/|n]|,
x € Hy car

n-(x—a)=n-(x—xp)+n-(xg—a)>—|nl||x— X0||+5>0u\(

Toute réunion, toute intersection finie d’ ensembla*@tsg encore un
ensemble ouvert. N O‘e

Exemple. W }
Dans R, les ﬁ Q{ erts s éci -&t lesensembles qui peuvent

s’écr, T@Nﬂﬁe reunlon ﬁ &i mbrable d’intervalles ouverts dis-

Un ensemble E C R"™ est ferme si son complémentaire E¢ = R" \ E est
ouvert.

Exemple.

Un hyperplan H est fermé puisque son complémentaire Hy U H_ est
ouvert.

Exemple.

Un pavé P défini par des inégalités larges,

P= [al,bl] X [ag,bg] X oo X [an,bn],

est fermé. Sixg ¢ P, il faut que, par exemple, on ait 91 —b; = § > 0. Alors
si ||x — xo|| < 4, on a (1 —x01)? < 6% donc

$1>l‘071—5:b1

et x € P.
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20. On considere une suite décroissante d’ensembles compacts non vides :
Ei D E; D FE32 -

Montrer que 'intersection

N =

k>1

est non vide. La conclusion tient-elle si 'on remplace « compacts »
par « fermés » 7
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