Chapitre

Introduction

On parle de mécanique ou de physique statistique lorsque I'on parle de I’étude ou de la
compréhension des propriétés de systémes macroscopiques (solides, liquides, gammants
(systéme de spins),...) avec un nombre N ~ N, = 6,02.10% d’ elemer&o

Les atomes ot molécules qui composent ce systéme sont_:

— libres ou en interaction N tes

— a l’équilibre ou hors équilibre
La Physique Statistique Q u Mzc 3 e au, Macroscopique et per-
met d’expliquer le, pas ;ﬁg element Z’I“es@% €S a un phénomeéene macrosco-
pique zrreversz%el! 1
"atomes, psag)s&ble de décrire le systéme en suivant chaque

particile, en effet :
— en pratique, on aurait 6 N coordonnées (3 de positions initiales, 6 de vitesses initiales)
— il n’y a aucun intérét de décrire le systéme si précisément
D’ott un la nécessité d’un processus de moyennage, formalisé, que 'on a déja étudié
en thermodynamique.

Thermodynamique

La thermodynamique offre une description de ces propriétés directement en termes
de variables macroscopiques (volume V, température T, pression P,...), sans faire réfe-
rence a une quelconque structure microscopique sous-jacente. Elle établit des équations
phénoménologiques (gaz parfait,...) qui relient les variables macroscopiques entre elles.

Mécanique statistique

L’objectif est le méme, mais on prend acte de la constitution microscopique de la
matiére. Boltzmann en a été le précurseur mais il fut poussé au suicide car son modéle
microscopique ne plaisait pas a tout le monde (il a eu 'audace de supposer que la matiére
était faite d’atomes...). La mécanique statistique réalise le passage du microscopique au
macroscopique.
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D.1 Etats collectif & N particules.

Soit W(1: 11,2 Is,....,N : Iy) un état collectif on I}, est le nombre quantique associé
a un état individuel. L’état collectif doit étre invariant par permutation (& une phase prés)
des états individuels :

W(1:1,2: Doy ccsp: Ly p' s Lyy oy N o IN) | = [W(1: [1,2: Loy ooy’ i Lyyosp : Ly oy N Iy)|

Exemple a deux particules V5 :

Uy = @0y, car on a égalité & une phase prés

U,y = €2V, par une seconde permutation

Donc €@ =1 et ¢’ = +1 On distingue donc deux sortes de particules :

— les bosons : ¥ symétrique dans 1'échange de deux états (e = +1)

— les fermions : ¥ antisymétrique dans I’échange de deux états (¢’ = —1)

Prenons par exemple ¢(I;) et ¢(I5). Alors \L
. O U

V(1) = [0 162 b) w ﬁ@fﬁ,

a L] 186 24 32 40 48

On observe des interférences

Fi1G. 2.2 — Interférences dues a lindiscernabilité de particules passant par des trous
d’Young : tout se passe comme si la particule passait par les deux trous a la fois

Théoréme spin-statistique :

Les bosons sont des particules de spin entier (s = 0, 1, -1) et les fermions sont des
spins 1/2 entiers (s = 1/2,3/2 ...)
Fermions :

Les fermions constituent la matiére : leptons (e,v,...), baryons (proton, neutron),
quarks... Leur fonction d’onde est antisymétrique :

L 61 162 1) — 6(1: L)@ : 1))

VL) =
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Symeétries :

Exemple d’un systéme invariant par translation

OL _y_ d@L 0L _ddL_ oL
g dt " d¢; g dtogq 0¢;

Comparaison avec la mécanique quantique :

= cste, indépendante de t

Tazeﬁ

T.f(z) = f(z +a)
I uk

E.2 Formalisme Hamiltonien Otes

On définit 3N qtgltlte {]ﬁ}({@m A O" 82
P ( e\,\ P a@ 9Gi | 14,1 pizes

C’est I'impulsion généralisée qui donne une relation ¢; = ¢;({g;}, {p;},t)
On définit alors 'hamiltonien (par transformation de Legendre pour L pour éliminer
la variable ¢;) :

H({Qj}7 {pj}at) = ZpiQi({Qj}v {pj}vt) - L({Qj}v {qz({q]}v {pj}7t)}7t)

L dL L
0 dg; — ——dg;) — a—dt

dH = Z(qz’dpz' + pidg; — 8_([2 i, o

oL
- Z %dpz d%) - Wdt

OH OH OH

i

D’ou par identification :
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Oscillateur harmonique & une dimension :

1,1
L(q,q) = §mq2 -3 mw?q®
oL ,
p=—=mg
dq
. p
& q(p) = m

{ ; P pﬂ/m@@%q
et p sont pratiquergept Didads
qetp pratiq \rﬁi'ﬁx’fﬂ 6
E.3 @chaé’ts de Po@@ge l

Soit deux grandeurs dépendant de {¢;} et {p;} :

A= A({Qz‘}u {pz})
B = B({Qi}a {pz})

Le crochet de Poisson de A et B est alors :

0A0B 0AOB
A B} = —
{ ’ } ; 0q; Op; Op; 0q;

Propriétés :

{A,B} = —{B, A}
{A+B,C} ={A,C}+{B,C}

{{A,B},C}+{{B,C}, A} +{{C,A},B} =0
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B Hypothése et ensemble microscopique

Soit un systéme :

— a I’équilibre

— isolé : pas d’échange thermique ni d’échange de matiére avec 'extérieur
— dont la seule constante pertinente est H(p, q)

(4, p) = p(H(7,P))

Pour un systéme isolé a I’équilibre thermodynamique, E est fixée & § E prés. H(p, q) =
E est une hypersurface I'g dans l'espace des phases. De plus, p(q,p) est constant sur le
volume des états accesibles d’aprés le principe microcanonique. Par conséquent, on a un
ensemble de systémes distribués uniformément sur I'g :

{p((j,ﬁ) = p- 8t E<H(G,p) < E+0E

p(qd,p) = 0 ailleurs UK
a\e OO

A= /espace des phases A({Qi(t)%e\pi N@wl%’ {pit) b1) &g &
_ L{@:\!\l "( Sl)({qi t },@A—},Qc;N%’Np
( ew D)<E+OE 8

Prgipe microcanonique Pc@ systéme isolé & [’équilibre thermodynamique tous
les états microscopiques accessibles sont équiprobables.

On en déduit :

— nombre de micro-états dans dqdp’:

dqdp
h3N

— nombre de micro-états accessibles :
1 ... Ig

— probabilité d’un micro-état :
dgdp  dl’

QEYRN Ty
— densité de probabilité d’un micro-état :

1 1

Pm(, D) = W = E
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Variables et équilibre thermodynamique

Vocabulaire : \4

On considére un sous-systéme d’un systéme isolé caractel\e @Qr‘dndeurs ther-
modynamiques E,N,V... Il existe :
— des grandeurs fizées appelées pamm V)

E N
— des grandeurs ﬂuctuantes a les mter %@ comme E si le systéme
‘Q e gravité. La valeur de ces

est en contact ave t t ou
variables in ﬂ‘%ﬁl que les flu ;2 tour de la valeur moyenne caractérisent
?¥ontmmtes volurE @g)n fixées) que 'on va relacher pour atteindre un

nouvel état d’équilibre & déterminer

A Principe d’entropie maximale

A.1 Principe d’augmentation de I’entropie

Le relachement d’une contrainte sur un systéme entraine une augmentation du nombre
de micro-états accessibles, donc de son entropie.

Q, — Qp > a léquilibre
——

relachement d’une contrainte

Exemple : Détente de Joule

Vi— V+AV
E+—F
Q(E,N,V) — Q(E,N,V + AV)
Q(E,N,V) ~ V¥
S(E,N,V+AV) > S(E,NV):S augmente
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On estime que I’Univers contient 10%° baryons. Si chaque baryon était transformé en
photons a 3 ° K, entropie par baryon serait de S, = 10® /baryons, d’ou S = 10%. Pour
un gaz parfait sans interaction, I’état dispersé est 1’état de plus basse entropie, alors que
pour un gaz avec interaction gravitationnelle, le gaz entiérement en un point est I'état de
plus haute entropie. Un univers avec une entropie maximale serait donc un trou noir (la
ot le désordre y serait maximal) et dans ce cas : S, = 10*® /baryons donc S ~ 10'?3. On
en déduit : 13

Qm(w 610 _ 10128 1010123

QBK - e1088

La probabilité d’étre dans I’état actuel n’est donc que de :

= ;Hl
1010123 b
Dieu existe-il ?
Consulter le livre de R. Penrose : The road to reality O u\k

C Contact entre deux souﬁses%;@&a\e .

- B
preV\9" page

FiG. 4.4 — Contact entre deux sous-systémes

Soit un réservoir de deux parties A et B séparées par une paroie adiabatique (isolante
thermiquement, fixe et imperméable).
Etat initial :

A (EA,VA,NA) ~ Q(EA7VA7NA)
B : (EB,VB,NB) ~ Q(EB7VB>NB)

C.1 Contact thermique

A t=0, la paroi devient diatherme et commence alors une échange de chaleur. On
suppose qu’il y a une faible interaction entre A et B pour que ces états restent bien définis
et distincts.
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— A l’équilibre, Ty =Tp or :

dSr(E, Ey) <asA asB) dE, ( 11 )@

dt 0E, 0FEgp) dt Ty, Tg) dt

45~ 0 lors de I’établissement de 1'équilibre.

D’aprés le théoreme de Boltzmann, <7

Donc si Tg > Ty, alors dEA > 0.
— Stabilité de I’équilibre : pour un systéme, on suppose B trés petit devant A : fp <

fa:

0 In(Q 9% 1In(Q
() ~ f gy = PENE L FMEE) S L
1 0%S 4 0Sg

fA ho (9TAQ < E
: Péquili \Qﬁ donc
T2 5% —ReO( ié‘c une fonction
NO ‘953
ocim vélie cons n%rl

oE
éﬁg e or

or 10kT 1
3E ~ Ea—E T lorsque E ~ fkT donc Cy ~ kf

%Sy (E,Ex)
OF 4° Ex _ (9E'A2

At 0 (1
stable. On en déduit 5% (T) <0= —
croissante de ’énergie !

On a donc

On définit C, la capacité gal

V,N

Distribtion de probabilité de F4 :

L s(E)+ 2| (B-Fa)+1 25, <E—EA>2}
P(Es) = C’ek[ Hile; *OPa% g
925 4 (E 4) 0255 (ER) —
— 21k< aéAzA ‘7+ angB o (Ea—Ea)?
= P(E,)e Ep=E-E,
= P(EA)ef%%(EA*EA)Z
92 _ 8 (1 _ 1 T _ 1
avee 9|y 0 (T)|N,v = 772 9EINV 726, Ponc
52 kT?C4Cp
Cs+Cpg
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On définit donc pour un opérateur sa moyenne sur les différents états :

E+6E

= 1 ’ /
Oi:mE?x)[E dE ;5(19_
Ainsi,
0E,z)| 0 OF;
I (CERIED)
0 —
= o5 (B, 0)X(E,2))
0B, 7)< OX(E, )
= a—EX(E,:c) + Q(E’x)ﬁ—E
OMQE,z)|  0WQE, 1))
ox 5 N OF

On définit la force généralisée :

“ Of@ 2)=
En eﬂ@* )@@\L}Q ngue@)&@@st%mogene a une force.

Interprétation :

Le nombre d’états Q(FE, x) varie lorsque x varie, car certains états de la couche d’éner-
gie, |E, E4+dE]| entrent alors dans I’espace des phases accessible alors que d’autres sortent.
Ceci se voit bien sur ’exemple de l'oscillateur harmonique : si on augmente la taille de la
boite, on diminue 1’écart entre les niveaux d’énergie et par conséquent on a plus d’états
compris entre F et £+ 0F.

Il y a deux effets a noter :

1. les niveaux proches de E + § E varient différemment avec x que les niveaux proches
de E a cause du terme -2 (8E") :

OE \ 0z
OF; 4 '%
0 | p,npysm Ox E;~E

2. La densité d’états dans Q(F, x) varie avec E a cause du premier terme car Q(F, x)

Ordres de grandeur :
0 I(QE, z))
oF
OX(E,x) X
0E  E

s
E
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En effet :

9 _9T 0 _ 520
o0 n op T n oT

OF

Cv T

Pression
B _ OFE; 1 OF; o—BE;

ov TN Z - 8V

Force généralisée moyenne

1 0In(2)
ox

>
I
|

Vv, T,N

Energie libre

On définit I’énergie libre, qui joue un réle analogue & I’entropie en microcanonique :

F(T,V,N,..) = —kT W(Z[V, T, N, ...))

F ne dépend pas de ’énergie E car I’énergie dérive de Z. On cherche une relation entre
les autres grandeurs S, F,T...
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— si on se place en classique, il faut v > v, alors

N
v v
S~ Nkin— =k ln(—)
(% vt
N
Tout se passe comme si on avait un nombre total d’état Q = e5/F = (%) accessibles
avec -= par particule.
T

{v > vp S>>0

v — wvr : S < Oapproximation classique incorrecte

D Equipartition de I’énergie

Propriété : Pour un systéeme classique uniquement, toute coordonnée (ﬁwulsion
entrant quadratiquement dans H contribue pour —kT a I’énergie mo
Démonstration : H = A(y)z?+ B(y) x,y : coordonnees in@la; : fonction

linéaires des y.

P(e\,\ dxdﬁ /d:vdye AlA@)=*+B(y)]

e +oo ,—BA(y)z?
e,
o 20A(y)

Exemple :

Pour un gaz monoatomique : £ = 3N X %k’T
Pour un gaz diatomique :
— 3 p? translations
— 2 ¢ vibrati =P L 1p?
p*,q° vibrations H = -+ kq
- 9'2,gz'52 rotations
dou E = %N kT
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Oscillateurs quantiques

Il existe deux modéles :

1. Modé¢le d’Einstein : 3N oscillateurs a Vi w; = wy (pas d’effets collectifs), et & basse
température :

2
Cy ~ 3Nk (Z;) e~

2. Modéle de Debye :
3N oscilateurs & w; sur un continuum de fréquence entre w = 0 et w = wp la
fréquence de coupure ; on obtient :

Co 70 T \(
U
Comportement de Cy a basse température Sa\e ‘CO .
eMode¢le d’Einstein NO‘@
270 *f@mﬁ > —g_ﬁé‘&o %1216 AE}
viewW ' qe
P ( e P %9 dégénérescence

— 0

0
= (g + i)

= Fky— % In((go + gre "2%))
G AEePAE
go + gre PAE
GAE
goe’2E + g1
1 0F
~T 35
1 g1(AE)%gyePrE
KT? | (g0ePF + g1)?2

ot 9190(§E)26—ﬁAE
T—0 kT2 gO

= Fy+

= FEy+

Cy =




CHAPITRE 6. APPLICATION DU FORMALISME CANONIQUE 62

On s’intéresse a la distribution des vitesses indépendamment des positions

dp(ﬁlaﬁ%maﬁn) = N'h3NHdpz/Hd_’ —BH{p:,q:})

:CHdpl ~AY 12m

i=1
N
- - — - - — / e ]\L lm172
AP (U, Uy, ., Uy, U1, Ugy ooy Uy) = C Hdvie Blli=13
i=1

Pour une molécule, on a :

dP(7) = C"eme A

Or [dP(#) = 1 d'ot " = (52-)**. On en déduit la distribution de MAXWELL des
vitesses :

On s’intéresse maintenant, amém
F.1 NOW\M\L de é@ U@Qe vitesse comprises entre v et

AN (%) = NdP(%)

Ceci est vrai car on n’a pas de corrélation entre les vitesses des particules (il n’y a pas
d’interaction entre les vitesses)

F.2 Distribution des vitesses

dN (V) est isotrope (ne dépend que de 7).

On obtient une gaussienne centrée en v, = 0, donc 7, = 0 : la distribution de vitesse
est bien isotrope.



