1.1.5 Quantificateurs et prédicats

En mathématiques, on utilise, souvent, des expressions de la forme : "pour tout ...", "quelque
soit ...", "il existe au moins ...", "il existe un, et un seul ...", .... Ces expressions précisent comment
les éléments d’un ensemble peuvent vérifier une certaine propriété. Ces expressions sont appelées des
quantificateurs.

On distingue deux types de quantificateurs :

— Le quantificateur universel, noté V, se lit "quel que soit", "pour tout",.. ..

— Le quantificateur existentiel, noté 3, se lit "il existe". La notation 3! signifie "il existe un, et

un seul".

Exemple 1.1.19. Soit E = {n € N/n > 2}. L’assertion : "Pour tout x élément de E, x est supérieur
strictement o 2" peut élre représentée par :

Ve € B,z > 2 ou par
Va € E, P(x), avec P(z) est lexpression "z est supérieur strictement a 2.

L’assertion : Vo € E,x > 2 est une assertion vraie ; cependant, l'assertion : dx € F : x < 2 est une
assertion fausse.

Dans ’exemple précédent, 'expression "z > 2" est formée de deux parties : x qui est le sujet et
la deuxiéme partie est "> 2, i.e., la propriété que le sujet x peut vérifié; cette expression est appelée
un prédicat.

Exemples 1.1.20. \(

1. Soit P(x) lexpression x > 4. P(5) est l'assertion 5 > 4 \ ‘aepdzs que P(3) est

lassertion fausse : 3 > 4.

2. Soit P(x,,y,z) lexpression z = x —|— NQ"&SL‘ l asgtwn 4=1+3.
Remarque 1.1.21. P W fﬁ tion ; ce nd@% wuant une valeur ¢ x, on obtient

une assertion.

ProposFm?YQZ Soit E un e g et QQ des prédicats. Alors, on a les équivalences sui-
vantes :
1. ["(Vz € E,P(x))] & 3z € E,~(P(x)).
2. [-(3x € E,P(z))] & Vx € E,~(P(x)).
3. Vx e E,(P(X)NQ(z)] & [(Vx € E,P(x)) A (Vx € E,Q(z))].
4. Bz e E,(P(X)VQ(z))] < [(3z € E,P(z)) vV (Ir € E,Q(x))].
Exemple 1.1.23. Soit (up)nen une suite réelle.
— (up) est convergente < (31 € R) tel que (Ve > 0),(IN € N) : (Vn € N)
n>N=|u,—1| <e
— (un) est divergente < (VI € R), (Je > 0) : (VN € N)(In € N)
n> N et |u, —1| >e.

Remarques 1.1.24.

1. L’ordre des quantificateurs dans une assertion est trés important. Par ezemple, l'assertion :
Ve € R*,Jy € R* : xy = 1 est vraie tandis que 'assertion : Jy € R* : Vo € R*, 2y = 1 est
fausse.

2. Dans un prédicat P(x), la lettre x est une variable muette ; on peut la remplacer par n’importe

quelle autre lettre a condition qu’elle ne soit pas utilisée, auparavant, pour désigner un autre
objet.



Propriétés 2.1.8. on a :
— ENFCEet ENFCF.
— FECEUF et FCFEUF.
— ENF =FNE (commutativité de l’intersection,).
— FEUF = FUE (commutativité de la réunion).
— EN(FNG)=(ENF)NG (associalivité de l'intersection).
— FU(FUG)=(EUF)UG (associativité de la réunion).
— EnNn0 =0 (I'ensemble vide est absorbant pour l'intersection,).
— EU0 =E (I'ensemble vide est neutre pour la réunion).
— ENE=Fe EUE=FE.
— A C FE si, et seulement si, ANE = A si, et seulement si, AUE = E.
— EN(FUG)=(ENF)U(ENG) (Iintersection est distributive par rapport a la réunion).
— FU((FNG)=(EUF)N(EUG) (la réunion est distributive par rapport & l'intersection).

Proposition 2.1.9. 57 A el B sont deuz parties de E, alors :

— E=0eth=E.
— A=A

— ANB=AUB.
— AUB=ANB.

Ezxercice 2.1.10. Soit A et B deux parties de E. On appelle différence symétrique de A et B la
partie de E notée A A B et définie par AA B = (A\ B)U (B \ A). Verifier que

1. AAB=BA A. \4
8

2. AND=A.

3. ANA=0. \6
4.AAB:Q()AUB)\(AQB). N tesa
ﬂO‘“

2.1.2 Produit cartesw\nl\l

Définition e
— Le cartésien de de ? es E et F' est 'ensemble noté E x F := {(z,y)/x € E
et y € F'}. Un élément (z,y) de E X F est appelé le couple (z,y).
— Plus généralemet, si E,..., E, sont n ensembles, E; X Ey X -+ X E, = {(x1,...,2,)/Vi €
n
{1,...,n},z; € E;}. L’ensemble E; X Ey X --- X E,, est noté aussi [[ E; et (z1,...,2,) est
i=1
appeleé n-uplet de Ey x Fy X -+ X E,.
SiEi=---=FE,,onnote 1 X Fo x -+ xE,=FEXEXx---xE=F"

Exemple 2.1.12. On considére les deux ensembles suivants : E = {a,b} et F = {1,2}, alors ExF =
{(a,1),(a,2), (b, 1), (b,2)} et B> = {(a,a), (a,b), (b,a), (b,b)}.

2.2 Applications

2.2.1 Définitions

Définition 2.2.1. On appelle correspondance (ou relation) de E vers F tout triplet f = (E, F,T),
ou I' est une partie de E x F'.

Si (z,y) est un élément de I', y est appeleé une image de = par f et x est dit un antécédent de y
par f. On dit aussi que z est en relation avec y.

I" est appelé le graphe de f.



3.7 L’anneau Z/nZ

On définit dans Z/nZ deux lois de composition : une additivement et I’autre multiplicativement :
— Addition : Soit 7,y € Z/nZ, on définit T+ 7 := = + y.
— Multiplication : Soit 7,y € Z/nZ, on définit 7.5 := Ty.

Théoréme 3.7.1. L’addition et la multiplication dans Z/nZ munissent cet ensemble d’une structure
d’anneau commutatif non trivial. Cet anneau admet 0 pour élément nul et 1 pour unité.

Théoréme 3.7.2. La correspondance f : {0,1,...,n— 1} — Z/nZ, x + T et une bijection et ainsi
Z/nZ est un ensemble fini ayant n éléments.

Théoréme 3.7.3. Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est premier.

Théoréme 3.7.4. (Petit théoréme de Fermat) Soit a € Z et p un nombre premier. Si p ne divise
pas a, alors a?~' = 1( mod p).

Corollaire 3.7.5. Si p est un nombre premier, alors pour tout a € Z, a? = a( mod p).
Ezercice 3.7.6. Soit n > 1 un entier, a,b,c € Z.

1. Montrer que si a = b ( mod n), alors a* = b* ( mod n), pour tout entier k > 0.

2. On suppose que a, b et ¢ sont non nuls. Montrer que si ac = bc ( mod n), alors a = b ( mod %),
oltd=cAn.

3.8 Fonction indicatrice d’Euler CO .u
Définition 3.8.1. Pour tout entier n > 1, on note e@ entlers ke{0,1,....,n—1}
tels que k An =1, ie., p(n) = card{k: € { X& n = "application ¢ est appelee la
fonction indicatrice d’Euler ou Euler et indicateur d’Euler de n.
Exemple 3.8.2. On = 1, go

Theorem? ‘ESZ D est un no T et k > 0 est un entier, alors o(p¥) = pF — pF=1.
Lemme 3.8.4. Soit a,b,c € N. a A bc =1 si, et seulement si, aNb=1¢etaAc=1.

Théoréme 3.8.5. Soit m,n € N — {0,1}. Si m el n sont premiers entre euz, alors p(mn) =
p(m)p(n).

Théoréme 3.8.6. Soit n > 1 un entier et n = p .pf’“, avec pi,...,p, des nombres premiers et
ki,... k. des entiers > 0, alors p(n) = (p1 plfl 1) C(pkr —pFrTl)y = (1 — p%) (1= p%)

Exemple 3.8.7. on a 1800 = 233252, alors ¢(1300) = 480.
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