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donc :
[
(O ∨ P) ∧Q

]
⇐⇒

[
(O ∧ P) ∨ (O ∧Q)

]
.

4. De même, dans le tableau suivant on remarque que les propositions
[
(O ∧ P) ∨ Q

]
et

[
(O ∨Q) ∧ (P ∨Q)

]
ont les mêmes valeurs de vérité.

O 0 0 0 0 1 1 1 1
P 0 0 1 1 0 0 1 1
Q 0 1 0 1 0 1 0 1

(O ∧ P) 0 0 0 0 0 0 1 1
(O ∧ P) ∨Q 0 1 0 1 0 1 1 1

(O ∨Q) 0 1 0 1 1 1 1 1
(P ∨Q) 0 1 1 1 0 1 1 1

(O ∨Q) ∧ (P ∨Q) 0 1 0 1 0 1 1 1

donc :
[
(O ∧ P) ∨Q

]
⇐⇒

[
(O ∨Q) ∧ (P ∨Q)

]
.

5. Notons R la proposition logique :

[(
(O =⇒ P) ∧ (P =⇒ Q)

)
=⇒ (O =⇒ Q)

]

En utilisant la définition de l’implication et les propriétés précédentes, on obtient :

R ⇐⇒
[(

(O =⇒ P) ∧ (P =⇒ Q)
)

=⇒ (O =⇒ Q)
]

⇐⇒

[
(O =⇒ Q) ∨

(
(O =⇒ P) ∧ (P =⇒ Q)

)]

⇐⇒
[
(O =⇒ Q) ∨

(
(O =⇒ P) ∨ (P =⇒ Q)

)]

⇐⇒
[
(Q∨O) ∨

(
(P ∨O) ∨ (Q∨ P)

)]

⇐⇒
[
(Q∨O) ∨

(
(P ∧O) ∨ (Q∧ P)

)]

⇐⇒
[
(Q∨O) ∨

(
(P ∧O) ∨ (Q∧ P)

)]

Ainsi, pour montrer que la proposition R est vraie, il suffit de montrer que toutes ses valeurs
de vérité sont égales à 1. On a :

O 0 0 0 0 1 1 1 1
P 0 0 1 1 0 0 1 1
Q 0 1 0 1 0 1 0 1

Q∨O 1 1 1 1 0 1 0 1

P ∧ O 0 0 0 0 1 1 0 0

Q ∧ P 0 0 1 0 0 0 1 0
R 1 1 1 1 1 1 1 1

ce qui montre la véracité de R, donc la transitivité de l’implication.
2
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ELÉMENTS DE LA THÉORIE DES ENSEMBLES

E

a

2

γ

∆

3

L’ensemble E = {a,2, γ,∆, 3}.

L’un des axiomes de la téorie des ensembles, est que :
Il existe un ensemble, appelé l’ensemble vide et noté ∅, qui ne contient aucun

élément.
On a alors Card(∅) = 0.

Un ensemble contenant un seul élément est appelé “Singleton”, donc de cardinal égal à 1.

2.1.1 Les quantificateurs

On utilise les symboles suivants :

1. ∃ le quantificateur existentiel. On écrit ∃x pour lire “Il existe x”.

2. ∀ le quantificateur universel. On écrit ∀ x pour lire “Pour tout x”.

3. On écrit ∃!x pour lire “Il existe un unique x”.

En utilisant ces quantificateurs, pour A un ensemble on a :
– A = ∅ ⇐⇒ ∀x (x 6∈ A)

–
A est un singleton ⇐⇒ ∃! x (x ∈ A)

⇐⇒ ∃x
(
(x ∈ A) ∧

(
∀y (y ∈ A =⇒ y = x)

))

2.1.2 Parties d’un ensemble

Définition 2.2 On dit qu’un ensemble A est inclus dans un ensemble B, ou que A est une
partie de l’ensemble B, ou que A est un sous ensemble de B si tout élément de A est un élément
de B. On note A ⊂ B et on a formellement :

A ⊂ B ⇐⇒ ∀ x(x ∈ A =⇒ x ∈ B)

Quand A n’est pas une partie de B, on note A 6⊂ B et on a formellement :

A 6⊂ B ⇐⇒ ∃x ((x ∈ A) ∧ (x 6∈ B))
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ELÉMENTS DE LA THÉORIE DES ENSEMBLES

Définition 2.5 Si A ∩ B = ∅, on dit que A et B sont deux ensembles disjoints, et si de plus
E = A∪B, on dit que A est le complémentaire de B dans E, ou que A et B sont deux ensembles
complémentaires dans E, et on note :

A = ∁EB ou B = ∁EA

On note aussi :
A = E\B

En d’autres termes,

Propriété 2.3 Soit E un ensemble et A une partie de E. On appelle complémentaire de A
dans E l’ensemble ∁EA des éléments de E qui ne sont pas dans A.

Formellement on a :

∁EA =
{

x ∈ E; x 6∈ A
}

Avant de donner un exemple, on remarque que si E est un ensemble alors ∅ ⊂ E et
(∀x ∈ E, x 6∈ ∅), donc : ∁E∅ = E .

Exemple 2.3 Soient E =
{

1, a, α, 3, l, γ,2, ℓ,♣,♠
}

et A =
{

1, a, α,♠
}
, alors :

∁EA =
{

3, l, γ,2, ℓ,♣
}

Propriété 2.4 Soient E un ensemble et A et B deux parties de E, alors :

1. A ⊂ B ⇐⇒ ∁EB ⊂ ∁EA.

2. ∁E
(
∁EA

)
= A.

3. ∁E(A ∩ B) = ∁EA
⋃
∁EB

4. ∁E(A ∪ B) = ∁EA
⋂
∁EB

Preuve :

1. On a

A ⊂ B ⇐⇒ ∀x ∈ E
(
(x ∈ A) =⇒ (x ∈ B)

)

⇐⇒ ∀x ∈ E
(
(x 6∈ B) =⇒ (x 6∈ A)

)
Contrapposée de l’implication

⇐⇒ ∀x ∈ E
(
(x ∈ ∁EB) =⇒ (x ∈ ∁EA)

)

⇐⇒ ∁EB ⊂ ∁EA

donc
A ⊂ B ⇐⇒ ∁EB ⊂ ∁EA .
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ELÉMENTS DE LA THÉORIE DES ENSEMBLES

Cette correspondance est une application malgré qu’il existe des éléments de F qui n’ont pas d’an-

técedents dans E et plusieurs éléments de E qui ont une même image dans F .

Définition 2.9 On dit que deux applications f et g sont égales si :

1. Elles ont un même ensemble de départ E et un même ensemble d’arrivée F .

2. ∀x ∈ E, f(x) = g(x).

Exemple 2.11 On considère les applications suivantes4 :

f : IR −→ IR
x −→ x2

g : IR −→ IR+

x −→ x2

h : IR+ −→ IR
x −→ x2

k : IR+ −→ IR+

x −→ x2

alors :

f 6= g, car elles n’ont pas le même ensemble d’arrivée.
f 6= h, car elles n’ont pas le même ensemble de départ.
f 6= k, car elles n’ont pas ni le même ensemble de départ ni le même ensemble d’arrivée.

Définition 2.10 On appelle graphe d’une application f : E −→ F , l’ensemble

Γf = {(x, f(x)), x ∈ E}

En fait, la définition d’une application f revient à la donnée d’un sous ensemble Γf de E×F
tel que

∀(x, y), (x′, y′) ∈ Γf ,
(
(x, y) = (x′, y′) ⇐⇒ x = x′

)

2.2.1 Composition d’applications

Définition 2.11 Soient f : E −→ F et g : F −→ G, on note g ◦ f l’application de E dans G
définie par :

∀x ∈ E, gof(x) = g(f(x))

Cette application5 est appelée composée des applications f et g.

Exemple 2.12 Etant données les applications

f : IR −→ IR+

x −→ x2 et
g : IR+ −→ IR+

x −→ x3

alors
g ◦ f : IR −→ IR+

x −→ (x2)3 = x6 et
f ◦ g : IR+ −→ IR+

x −→ (x3)2 = x6

Il est claire que f ◦ g 6= g ◦ f .

4IR est l’ensemble des nombres réels.
5 g ◦ f est une application car pour x, x′ ∈ E, si x = x′ alors f(x) = f(x′) car f est une application et

comme g est une application alors g(f(x)) = g(f(x′)), donc g ◦ f(x) = g ◦ f(x′).
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ELÉMENTS DE LA THÉORIE DES ENSEMBLES

2.
(
g ◦ f surjective

)
=⇒ g surjective.

3. Si f(E) = F ′, alors
(
g ◦ f injective

)
=⇒ g injective.

Preuve : Comme F ⊂ F ′, alors g ◦ f : E −→ G est bien définie.

1. Supposons que g ◦ f est injective et montrons que f est injective. Soient x, x′ ∈ E,
alors

f(x) = f(x′) =⇒ g
(
f(x)

)
= g

(
f(x′)

)
car g est une application

=⇒ g ◦ f(x) = g ◦ f(x′)
=⇒ x = x′ car g ◦ f est injective

donc :
∀x, x′ ∈ E,

(
f(x) = f(x′)

)
=⇒

(
x = x′

)

ce qui montre que f est injective.

2. Supposons que g ◦ f est surjective et montrons que g est surjective. Soit z ∈ G, alors

g ◦ f surjective =⇒ ∃x ∈ E; g ◦ f(x) = z

=⇒ ∃x ∈ E; g
(
f(x)

)
= z

=⇒ ∃y = f(x) ∈ F ; g(y) = z

donc
∀ z ∈ G, ∃y ∈ F ; g(y) = z

ce qui montre que g est surjective.

3. Soient f : E −→ F et g : F ′ −→ G, avec F ′ = f(E). Supposons que g ◦ f est
injective et montrons que g est injective. Soient y, y′ ∈ F ′ = f(E), alors il existe x, x′ ∈ E
tels que y = f(x) et y′ = f(x′), donc :

g(y) = g(y′) =⇒ g
(
f(x)

)
= g

(
f(x′)

)

=⇒ g ◦ f(x) = g ◦ f(x′)
=⇒ x = x′ car g ◦ f est injective
=⇒ f(x) = f(x′) car f application
=⇒ y = y′

ce qui montre que g est injective.
2

2.2.5 Fonctions

Définition 2.15 On appelle fonction de E dans F , toute application f d’un sous ensemble
Df ⊂ E dans F . Df est appelé “Ensemble de définition de f ”.

Remarque 2.7 Toutes les notions données pour les applications peuvent être adaptées pour
les fonctions.
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M. Mechab 3.1 Relations d’équivalence

Propriété 3.1 Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble non vide E, alors

∀ x, y ∈ E, (ẏ ∩ ẋ = ∅) ∨ (ẏ = ẋ)

Preuve : Soient x, y ∈ E, supposons que ẏ ∩ ẋ 6= ∅ alors il existe z ∈ ẏ ∩ ẋ, donc zRy et
zRx.
Montrons alors que ẏ = ẋ.
Soit u ∈ ẋ, alors (

(uRx) ∧ (zRx)
)
∧ (zRy)

comme R est symétrique et transitive, on déduit que

(uRz) ∧ (zRy)

et de la transitivité de R on déduit que uRy, par suite u ∈ ẏ, ce qui montre que ẋ ⊂ ẏ.
De la même manière, on montre que ẏ ⊂ ẋ, ce qui termine la preuve de la propriété.

2

De cette propriété on déduit que :

E/R est une partition de l’ensemble E.

Exemple 3.3 Soient E et F deux ensembles non vides et f : E −→ F , on définit la relation
binaire R sur E par :

∀x, y ∈ E, xRy ⇐⇒ f(x) = f(y)

alors R est une relation d’équivalence sur E.

Preuve :

1. R est réflexive, car f étant une application alors : ∀x ∈ E, f(x) = f(x), donc

∀x ∈ E, xRx.

2. R est transitive, car pour tous x, y, z ∈ E on a :

f(x) = f(y)
f(y) = f(z)

}
=⇒ f(x) = f(z)

ce qui montre que :

∀x, y, z ∈ E,
(
(xRy) ∧ (yRz)

)
=⇒ (xRz).

3. R est symétrique, car pour tous x, y ∈ E,

f(x) = f(y) =⇒ f(y) = f(x)

donc
∀x, y ∈ E, (xRy) =⇒ (yRx)

ce qui montre que la relation binaire R est une relation déquivalence. 2
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Relations binaires

3.1.1 Décomposition d’une application

Etant donnée une application f : E −→ F , on note E/R le quotient de E par la relation

R et pour toute classe ẋ on pose f̃ (ẋ) = f(x), alors :

f̃ est une application de E/R dans F injective et le diagramme suivant est commutatif.

E F
x f(x)

f

s
f̃

ẋ
E|R

Décomposition de l’application f .

En effet :

1. Montrer que f̃ est une application revient à montrer que f̃ (ẋ) ne dépend pas du repré-
sentant de la classe ẋ.
Soient x, y ∈ E tels que ẋ = ẏ, alors xRy, donc f(x) = f(y), par suite :

f̃ (ẋ) = f(x) = f(y) = f̃ (ẏ)

donc :
∀ ẋ, ẏ ∈ E/R, (ẋ = ẏ) =⇒

(
f̃ (ẋ) = f̃ (ẏ)

)

ce qui montre que f̃ est une application de E/R dans F .

2. Montrons que f̃ : E/R −→ F est injective.

Soient ẋ, ẏ ∈ E/R, alors

(
f̃ (ẋ) = f̃ (ẏ)

)
⇐⇒ f(x) = f(y)

⇐⇒ xRy
⇐⇒ ẋ = ẏ d’après la propriété 3.1

ce qui montre que f̃ est injective.

3. Le diagramme est commutatif car :

∀x ∈ E, f(x) = f̃ (ẋ) = f̃ (s(x)) = f̃ ◦ s(x)

donc
f = f̃ ◦ s

2
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Relations binaires

3. Si E est totalement ordonné par �, alors tout sous ensemble fini A de E admet un plus
petit éléments et un plus grand élément.

Exemple 3.8 Soient F = {1, a, 2, 5, γ}, l’ensemble E = P(F ) ordonné par la relation ⊂ et

une partie A =
{
{a, 2}, {2, 5, γ}, {1, 2, γ}, {a, 2, 5},

}
, alors :

1. Les mimorants de A sont : ∅ et {a}.

2. InfA = {a}.

3. A n’a pas de plus petit élément, car InfA 6∈ A.

4. Le seul majorant de A est : F = {1, a, 2, 5, γ}.

5. SupA = F .

6. A n’a pas de plus grand élément, car SupA 6∈ A.

Proposition 3.1 Soient (E,�) un ensemble totalement ordonné2 et A et B deux sous en-
sembles de E dont les bornes inférieures et supérieures existent, alors :

– sup(A ∪ B) = max{sup A, sup B}
– inf(A ∪ B) = min{inf A, inf B}
– sup(A ∩ B) � min{sup A, sup B}
– max{inf A, inf B} � inf(A ∩ B)

Preuve : Soient M = max{sup A, sup B} et m = min{inf A, inf B}, alors :

∀x(x ∈ A ∪ B =⇒ (x ∈ A) ∨ (x ∈ B))
=⇒ (x � sup A) ∨ (x � sup B)
=⇒ (x � M) ∨ (x � M)
=⇒ (x � M)

ce qui montre que M est un majorant de A ∪ B.
Montrons que M est le plus petit des majorants de A ∪ B. Soit M ′ un majorant de A ∪ B,
il est évident que M ′ est alors un majorant de A et de B, donc

(sup A � M ′) ∧ (sup B � M ′)

par suite
max{sup A, sup B} � M ′

d’où on déduit que : M = sup(A ∪ B).

La preuve des autres propriétés est similaire.
2

Remarque 3.2 La seule relation d’ordre et d’équivalence, à la fois, est la relation égalité.

2On a supposé que l’ordre est total pour assurer l’existence de max{supA, sup B}, min{sup A, sup B},
max{inf A, inf B} et de min{inf A, inf B}.
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M. Mechab 4.3 Structure d’Anneaux

Définition 4.11 Soit (A, +, •) un anneau commutatif. On dit que y ∈ A∗ divise x ∈ A, ou que
y est un diviseur de x ou que x est divisible par y, si

∃ z ∈ A∗, x = y • z.

Si 0A ne possède pas de diviseur dans A, on dit que (A, +, •) est un anneau intègre ou un
anneau d’intégrité.

4.3.1 Sous Anneaux

Définition 4.12 On appelle sous anneau de (A, +, •), tout sous ensemble A′ de A tel que muni
des restrictions des lois + et • est anneau.
Si A est un anneau unitaire et 1A ∈ A′, on dit que A′ est sous anneau unitaire.

On a la cartérisation suivante des sous anneaux.

Propriété 4.16 Un sous ensemble A′ de A est un sous anneau si et seulement si :
1. A′ 6= ∅,
2. ∀ x, y ∈ A′, (x − y) ∈ A′

3. ∀ x, y ∈ A′, (x • y) ∈ A′.

Preuve : On sait que A′ est est un sous groupe de (A, +) si et seulement si

(A′ 6= ∅) ∧ (∀ x, y ∈ A′, (x − y) ∈ A′),

donc pour que A′ soit un sous anneau de A, il suffit de voir si la restriction de la deuxième loi •
est interne dans A′, ce qui revient à dire que (∀ x, y ∈ A′, x • y ∈ A′), ce qui termine la preuve
de notre proposition.

2

4.3.2 Homomorphismes d’Anneaux

Soient (A, +, •) et (B,⊕,⊗) deux anneaux et f : A −→ B.

Définition 4.13 On dit que f est un homomorphisme d’anneaux si :

∀ x, y ∈ A, f(x + y) = f(x) ⊕ f(y) et f(x • y) = f(x) ⊗ f(y)

– Si A = B on dit que f est un endomorphisme d’anneau de A.
– Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme d’anneaux
– Si f est bijective et A = B, on dit que f est un automorphisme d’anneaux.

On sait que l’image de l’élément neutre du groupe de départ d’un homomorphisme de
groupe est l’élément neutre du groupe d’arrivée. Par contre, l’image de l’élément unité de
l’anneau de départ par un homomorphisme d’anneau n’est pas toujours l’élément unité de
l’anneau d’arrivée. Pour s’en convaincre, il suffit de prendre dans un anneau unitaire (A, +, ·),
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