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done : [(OVP)AQ] = [(O/\P)\/((’)/\Q) .

4. De méme, dans le tableau suivant on remarque que les propositions |(O A P) V Q] et

[((’) VO)A(PV Q)] ont les mémes valeurs de vérité.

O

P

Q
(OAP)
(OANP)VQ
(OV Q)
(PV Q)

(OVO)A(PV Q)

[en) Bl Henl Nenll Henl Hen) Ran) Ran)
e e i i k= ) k=l =
(e} B o Nl Nenll Nenl Renl il Ren)
e i e e k=l e i =
[l Nl Neol Reol Nen) Nen) o
e e i e k= e R
e e e e Rl I
e e e I Y

donc : ((’)/\P)\/Q}@)[(OVQ)/\(PVQ)].
5. Notons R la proposition logique :
((0=P)r(P=9Q)= (0= 0Q)

En utilisant la définition de I'implication et les propriétés précédent@@o‘uxs

R [((O:M? ) A (P %a\g:@}

\,\G“N‘ “@Qi; r=9
P(e PB{@VO PVO)V(QVP))
QVO <(P/\5)\/(§/\7:7

= [(Qv(’)) ((73/\(’))\/ QAP

Ainsi, pour montrer que la proposition R est vraie, il suffit de montrer que toutes ses valeurs
de vérité sont égales a 1. On a :

O JoJoJoJo[1]1]1]1
P Jolof1][1]lo]ol1]1
o lof1lof1]ol1]o]1
QvO |1|1]|1/1]l0|1|l0]1
PAOlOlO]O]O]1]1]0]0
QAP lofol1|o]olo]1]0
R O [1[1l1l1]1]1]1]1

ce qui montre la véracité de R, donc la transitivité de I'implication.
O
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L’ensemble E = {a,Od,v, A, 3}.

L’un des axiomes de la téorie des ensembles, est que :
Il existe un ensemble, appelé I’ensemble vide et noté (), qui ne contient aucun

élément.
On a alors Card(0) = 0.

Un ensemble contenant un seul élément est appelé “Singleton”, donc de cardinal égal a 1.

2.1.1 Les quantificateurs

cO VK

On utilise les symboles suivants :
1. 3 le quantificateur existentiel. On écrit Jdz g ax Yiste 2
ur li

2. V  le quantificateur universel. ﬁ;\ r Gur tout x”.
3. On écrit Jlx po rlir, ‘l@@ umqu& O G
eW
prev!
En

tilisant ces quantiﬁcgeurs, pour A un ensemble on a :
- A=0<=Vr(z & A

A est un singleton <= dla(z € A)
— dz ((:EGA)/\ (Vy(yeA:y:x))>

2.1.2 Parties d’un ensemble

Définition 2.2 On dit qu’un ensemble A est inclus dans un ensemble B, ou que A est une
partie de ’ensemble B, ou que A est un sous ensemble de B si tout élément de A est un élément
de B. On note A C B et on a formellement :

ACB<«<=Vz(re A= x € B)
Quand A n’est pas une partie de B, on note A ¢ B et on a formellement :

AZ¢ B<= Joz((r € A)AN(x & B))
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Définition 2.5 Si AN B =), on dit que A et B sont deux ensembles disjoints, et si de plus
E = AUB, on dit que A est le complémentaire de B dans E, ou que A et B sont deuzx ensembles
complémentaires dans E, et on note :

On note aussi :
A=FE\B

En d’autres termes,

Propriété 2.3 Soit E un ensemble et A une partie de E. On appelle complémentaire de A
dans E Uensemble CpA des éléments de E qui ne sont pas dans A.

Formellement on a :

EEA:{er; xng}

Avant de donner un exemple, on remarque que si E est un ensemble alors ) C E et

(Vx e E, x &), donc : Cel=FE .

Exemple 2.3 Soient £ = {1 a,c,3,1,v, 0,0, &, Q} et Aa\@ ‘Q? alors :

Proprlete 2.4 n ensembleéA& deux parties de E, alors :
e P20
C pA) =

3. EE(AmB) _[IEA U CzB
4. Cp(AuB)=CzA N CeB

Preuve :
1. Ona
ACB Ver<(xeA):>(weB))
<— VzeFk <(3: ¢B)= (v & A)) Contrapposée de I'implication
< VzekF <(m€CEB):(xECEA)>
<~ (zBclpA
donc

AcCc B<=(CzB c(CgA.
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Cette correspondance est une application malgré qu’il existe des éléments de F' qui n’ont pas d’an-
técedents dans E et plusieurs éléments de E qui ont une méme image dans F.

Définition 2.9 On dit que deux applications f et g sont égales si :

1. Elles ont un méme ensemble de départ E et un méme ensemble d’arrivée F'.

2. VxekE, f(z)=gx).
Exemple 2.11 On considére les applications suivantes®

fr R — R g: R — R, h: R, — R k: R, — IRy

xr — 2 r — x? r — a2 r —

alors :
f # g, car elles n’ont pas le méme ensemble d’arrivée.

f # h, car elles n’ont pas le méme ensemble de départ.
f # k, car elles n’ont pas ni le méme ensemble de départ ni le méme ensemble d’arrivée.

Définition 2.10 On appelle graphe d’une application f : E — F', l’ensemble

etede s uk

En fait, la définition d’une application f rev1ent ala gaxeﬂ sous ensemble I'y de B x F'

tel que
V(xy (2 y eﬁ\wgy iéx%@zﬂt-x)
2.2.1 Cc)éw d appﬁ 0%0
DéﬁnQX 11 Soient f et g: F — G, on note go [ lapplication de E dans G

définie par :
Ve € E, gof(zx)=g(f(z))

Cette application® est appelée composée des applications f et g.

Exemple 2.12 FEtant données les applications

f: ]R, — ]R,+ et qg: IR,+ — IR,+
r — x? r —

alors
gof: R — R, et fog: Ry — R,

x — (223 =2° x  — (2%)? =2f

1l est claire que .

4R est I'ensemble des nombres réels.
® go f est une application car pour =, 2’ € E, si x = 2’ alors f(x) = f(2') car f est une application et
comme g est une application alors g(f(x)) = ( (")), donc g o f(x) = go f(z').
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2. (g of surjective) = g surjective.
3. Si f(FE)=F', alors <g of injective) = ¢ injective.
Preuve : Comme F C F’, alors go f: E — (G est bien définie.

1. Supposons que g o f est injective et montrons que f est injective. Soient x, ' € E,
alors

flx)=f(o) = g(f(z)) = g<f(:v’)> car g est une application

— goflz)=go f(z)
— x=2a car g o f est injective

donc :
Vo, o' € E, (f(x)zf(x’)) = <x:x'>

ce qui montre que f est injective.

2. Supposons que go f est surjective et montrons que g est surjective. Soit z € GG, alors
go f surjective = Jr € F; go f(x)==z
— dr ek, g(f(x)) =

= Jy=[f(x)elF; gly)=z2 u\(
cO-
VzeQG, EIyEF %qa.\e

ce qui montre que g est surjective.

donc

3. Soient f K f@W/ —g -‘Fﬁ f(E). Supposons que g o f est
injective et mq ‘ g est 1nJect1é @ , ¥y € F' = f(F), alors il existe z, 2’ €
Tpr @ Tio 8

g(f(fﬁ)) = g(f(l“@)

go f(x)=go f(z')

x =212 car go f est injective
f(z) = f(2') car f application
y=y

9(y) = g(y)

IR

ce qui montre que g est injective.

2.2.5 Fonctions

Définition 2.15 On appelle fonction de E dans F, toute application f d’un sous ensemble
Dy C E dans F. Dy est appelé “Ensemble de définition de f”.

Remarque 2.7 Toutes les notions données pour les applications peuvent étre adaptées pour
les fonctions.
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Propriété 3.1 Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble non vide E, alors

Vo, ye B, (jni=0)V(j= )

Preuve : Soient z, y € E, supposons que y Nz # () alors il existe z € y N &, donc 2Ry et
ZRex.

Montrons alors que y = .

Soit v € x, alors

comme R est symétrique et transitive, on déduit que

(uRz) A (2Ry)

et de la transitivité de R on déduit que uRy, par suite u € g, ce qui montre que = C y.
De la méme maniére, on montre que y C &, ce qui termine la preuve de la propriété.

De cette propriété on déduit que :

E/R est une partition de ’ensemble FE.

binaire R sur E par :

Ve, ye E, ﬁ
alors R est une relation d’ equwa

. £ 6O
Preuve : y\ew " l O
1. P&ga exive, car g@ga application alors : Vx € E, f(z) = f(z), donc

Ve e F, TRx.

Exemple 3.3 Soient E' et F' deur ensembles non vides et fXE t@n\%ﬁt la relation

2. R est transitive, car pour tous x, y, 2z € Fon a:

fla) = 510 _
o =1} = 1= 1

ce qui montre que :
Vo, y, 2z € B, <(m7€y) A (sz)) = (2Rz2).
3. R est symétrique, car pour tous z, y € E,
f@) = fly) = fly) = f(z)

donc
Vo, ye B,  (2Ry) = (yRx)

ce qui montre que la relation binaire R est une relation déquivalence. O
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3.1.1 Décomposition d’une application
Etant donnée une application f : E — F', on note E /R le quotient de E par la relation

R et pour toute classe & on pose f(w) = f(z), alors :
f est une application de /R dans F' injective et le diagramme suivant est commutatif.

E F
z / f()

E|R
Décomposition de 'application f.

En effet :

1. Montrer que f est une application revient & montrer que f(m) ne dépengd pas du repré-
sentant de la classe .
Soient z, y € E tels que & = ¢, alors xRy, donc f(z

f @*@_&5@\
N EXX /R, %‘2 o) f@ 0
ce qui (t@q\L%t une %e B dans F.

2. Montrons que f E /R — F est injective.

donc :

Soient z, 1y € E/R’ alors

(F@)=7w) <= f@=fw
= TRy
— T=1y d’aprés la propriété 3.1

ce qui montre que fest injective.

3. Le diagramme est commutatif car :

VeeE,  f(z)=[(&)=[(s(x)) = fos(x)

donc

O
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3. Si E est totalement ordonné par <, alors tout sous ensemble fini A de E admet un plus
petit éléments et un plus grand élément.

Exemple 3.8 Soient F' = {1,a,2,5,7}, l'ensemble E = P(F') ordonné par la relation C et
une partie A = {{a,Q}, {2,5,7},{1,2,~},{a, 2,5}, }, alors :

1. Les mimorants de A sont : () et {a}.

2. InfA = {a}.

3. A n’a pas de plus petit élément, car InfA € A.
4. Le seul majorant de A est : F ={1,a,2,5,7}.
5. SupA=F.

6. A n'a pas de plus grand élément, car SupA & A.
Proposition 3.1 Soient (E, =) un ensemble totalement ordonné* et A et B deuz sous en-
sembles de E dont les bornes inférieures et supérieures existent, alors :

- sup(A U B) = max{sup A, sup B}

— inf(AU B) = min{inf A, inf B} UK
— sup(A N B) < min{sup A, sup B} O .

— max{inf A, inf B} < inf(A N B) Sa\e 'C
Preuve : Soient M = max{sup m M@x 6 mf B}, alors :
Lo e
sup A (x < sup B)
(x -< M)
ce qui montre que M est un majorant de A UB.

Montrons que M est le plus petit des majorants de AU B.  Soit M’ un majorant de A U B,
il est évident que M’ est alors un majorant de A et de B, donc

(supA <X M') A (sup B X M')

par suite
max{sup A, sup B} < M’
d’ou on déduit que : M = sup(AU B).

La preuve des autres propriétés est similaire.

Remarque 3.2 La seule relation d’ordre et d’équivalence, a la fois, est la relation égalité.

20n a supposé que l'ordre est total pour assurer l'existence de max{sup A,sup B}, min{sup A4, sup B},
max{inf A, inf B} et de min{inf A, inf B}.
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Définition 4.11 Soit (A, +, ®) un anneau commutatif. On dit que y € A* divise x € A, ou que
y est un diviseur de x ou que x est divisible par y, si

dze A", z=yez.

Si 04 ne posséde pas de diviseur dans A, on dit que (A, +,®) est un anneau intégre ou un
anneau dintégrité.

4.3.1 Sous Anneaux

Définition 4.12 On appelle sous anneau de (A, +,e), tout sous ensemble A" de A tel que muni
des restrictions des lois + et ® est anneau.
Si A est un anneau unitaire et 14 € A’, on dit que A’ est sous anneau unitaire.

On a la cartérisation suivante des sous anneaux.

Propriété 4.16 Un sous ensemble A’ de A est un sous anneau si et seulement si :
1. A 40,
2. Vo, ye A, (x—y)e A
3. Va,ye A, (zrey)cA.

Preuve : On sait que A’ est est un sous groupe de (A, +) si et seulement si \4

(AA£DANNVa, ye A, \@ CO
donc pour que A’ soit un sous anneau de A“ﬂ&@ @’ﬁ S1 la restriction de la deuxiéme loi e

est interne dans A’, ce qui rev1ent a c A’), ce qui termine la preuve
de notre proposition 6
O .

“
4.3. QP EomomorphlsEes nneaux
Soient (A, +,e) et (B,®,®) deux anneaux et f: A — B.

Définition 4.13 On dit que f est un homomorphisme d’anneaux si :

Vz,ye A, flx+y)=[f2)® fly) et flrey)=f(z)® f(y)

- Si A= B on dit que [ est un endomorphisme d’anneau de A.
— Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme d’anneauz
— Si f est bijective et A = B, on dit que f est un automorphisme d’anneauz.

On sait que l'image de 1’élément neutre du groupe de départ d’'un homomorphisme de
groupe est I’élément neutre du groupe d’arrivée. Par contre, 'image de 1’élément unité de
I’anneau de départ par un homomorphisme d’anneau n’est pas toujours I’élément unité de
I'anneau d’arrivée. Pour s’en convaincre, il suffit de prendre dans un anneau unitaire (A, +, ),

Le Cours d’Algébre. -57- Par 9. 9Mechab



