Résistance des Matériaux -5-

ETUDE DE SOLLICITATIONS SIMPLES

| - TRACTION OU COMPRESSION. ...ccttttttteeettetittiiaiattttntrssssesetaaaaeesaesssssasasaesas s s esseeeereeteeaesssasssnnnnes 36
[ R B <) {1 11 o o H U PP 6.3
| - 2 DEfOrmations €t CONTIAINTES. ... .. ..etcceee e itiie ettt ettt e et e e e e be e st e e e snbe e e s snbeeaans 36

[I = TORSION ..ttt ettt et e et e e e e e e e e e e et e e s s b e aae e ettt et e e e eeeeeaeenesnaenaennnrrnn 37
1R = 101 o o PSP PUPRPTTPR 7.3
Il - 2 Déplacement, contraintes, dEFOIMALIONS wu c.vvvvrrieeiiiiiiitee et e e eeee e e e e e s eeaaaeeee s 37
LI B = o 1] ][ TP U PR PP UUPT TN 39

HIT = FLEXION ..ttt ettt ettt et e e e e e e et e e 44 e e et e ettt e e e e e e e e e e e ae e e e e et e e e e e e s 40
L 1= d o] I o 10 PP 40
1 - 2 FIEXION PUIE PIANE ..ottt ettt e e e e e e e e e e e b e ettt e et e et e e e aaaaaeaeaaaaaeas 40
I - 3 FIeXion Plane SIMPIE ........oooi i ettt e e e e e e e e e e e e e eeneeeees 41
LI = o 0] o] [ TSP 42
Il - 5 Etude de la déformation des poutres eniflBX.............c..eevviiiiiiiiiiie i 44

METHODES ENERGETIQUES

| - 1 Notations et définitions..............c.eeeeeeieeeiiiiiiiiiiiiiieeeeee e, cO R 4o 49

| - 2 Théoréme fondamental ..............ccoiceeeees e, Sa‘\ ................................................. 50
Il - ENERGIE DE DEFORMATION ENRDM .. Ngte ................................................................ 51

Il - 1 Cas général . XN 8’( ......................................................... 51
Il -2 Cas rﬁe‘ Qacnon/Cor%e @ ..................................................................... 51
P (IWa\Emcuher ? e SIMPLE e 52
la torsion

II - 4 Cas particulier d@ 12 tOFSION. ..........eaaiaii it e e e e e e e et e e e e e e e aaaaaaaeaas 52
Il - THEOREME DE RECIPROCITE DIMAXWELL -BETTI..cciiiiiiiiiiiiiiiiiei e 53
IV - THEOREME DECASTIGLIANO ET APPLICATIONS. .. .tttretttitttietteeeeteaiasissssaisinrsressnteeaessesaeaeesassassnnannes 54
IV - 1 Théoreéme de Castiglian0 .............eoemmmereeeeeesiiiiiiite e s ittt e e s s s e e e esstaeeeeesssssaseeeessssnaaeeeeas 54
V-2 Conséquence: Principe du travail minimum ou thé@&m Ménabréa...............cccceeeeeenes 55
A e B (=T 1 1] o] [ PP 56
V - EQUATION DE BERTRAND DEFONTVIOLANT ..t uiitiit i eitee et ee et e eee e e ee et e s e e s s e st s st e ea e st s st s sansstenans 58
LY R = o] o oS TP 58
V-2 Application: Evaluation des réactions hyperstatigsarabondantes .............c.cccccoecvvee. 59.
V -3 Application: Détermination des déplacements etlOLeS .............ccovveeeiiieeeiiieeeiiiieeeenne 60
FLAMBEMENT
| - STABILITE D'UNE POUTRE EN COMPRESSION.......ciiiiiiiiiiitiiriiriesreeeeeetreeteens e s s sssssnnsrnsneeereeeenesaeeeeeas 62
Il - ETUDE DE QUELQUES CAS SIMPLES....uituiituiitiitettieitettsstettestsssnsesnessnsssntesnsstntesnestesseesnesreees 63
[1-1 ColoNNE ROMUIE-ROTUIE .....ceiiiiiiit ettt e e st e e s e e e e e 63

I.S.1.T.V.



Résistance des Matériaux -7 -

RAPPELS DE MECANIQUE DES
MILIEUX CONTINUS

| - Cinématique

| - 1 Configuration, mouvement, déplacement, ...

L'espace physique est rapporté a un repére ortimndirect (O, &, &, &). L'ensemble
des particules ou points matériels constituantilemcontinu étudié, occupe a chaque instant
t, un ensemble de positions dans l'espace: c'eshliiguration du systeme a l'instant t, noté
ﬁ(t) (d'intérieurQ(t) et de frontier@Q(t)).

On introduit aussi la notion deonfiguration de référ_ence_c'est la configuration
particuliere du systéme a un instantixé. Souvent on prend@, = Q(0), et (warlera alors

de référence. Toute particule M (Ié( I son vecteur positift) dans la

configuration actuelle (a{ms{sw “ %
X, 1)

u(X, t)

deconfiguration initiale . Q
Toute particule N de Q est repérée par son vectg ;@ ﬁ@) ans la configuration

Configuration de référence

Configuration actuelle

a instant to
a Cinstant t

Figure 1

La position de chaque particule M sera donc déteeisi on connait sa position dans la

configuration de référence et une fonctibrnelle que:
x(t) = (X, t) @)

® définit le mouvement par rapport(®.61.€., &) Dire que le milieu est continu, c'est
dire qued est une fonction continue et biunivoque de X.

X et t définissent les variables deagrange

X et t définissent les variables dEuler
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Il - 4 Quelques propriétés du tenseur des contraims

Le tenseur des contraintes est un tenseur symétrigans tous les développements a
venir, nous nous placerons dans le cas des pptrdgrbations pour un solide en équilibre.
En conséquence, nous omettrons les variables. x et t

Il - 4.1 Contrainte normale et contrainte tangentidie

Considérons une facette de normaleTout naturellement, le
vecteur contrainte T(n) peut étre décomposé en une
composante normalg, et une composante tangentidlle

6,,=T(R) B=n o [

||r||:JGm)2—(ﬁa?m)2

On dira queo, est positive en traction et négative en comprassio

Il - 4.2 Directions principales, contraintes princpales
La matrice représentant le tenseur des contraiets sy q @e st donc
diagonalisable. Les valeurs propres sont reelle&ppel rXépf‘lnupales (o1, oy,
o). Les vecteurs propres, orthogonaux O$ irections principales
(A,,A,, Ay, ). On a donc: ’?

0= T(n,)Dﬁ, é‘@‘bé(o,”_n 0@_% 0‘ S
Il PB Invariants

Le tenseur des contraintes posseéde trois invar@éfiais mathématiquement comme les
coefficients de I'équation caractéristique@e& a '1). C'est a dire les quantité scalaires:

5, =Tr(0) (27)
I D S

Z,,—E{Tr(o) -Tr(o )} (28)

%, =Det(o) (29)

Exprimés en fonction des contraintes principalesplatient
2, =0 +0) +Ooy
2| =0y Oy +0y Oy + 0y O
21 =0, 0y Oy

Il - 4.4 Cercles de Mohr
Connaissant le tenseur des contraintes on se propose de déterminer le domaine
engendré par I'extrémité du vecteur contrainte duanvarie. Par commodité, nous nous

I.S.1.T.V.
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placons dans une base orthonormée dirigée susudidections principales @& Soit

ng oo 0 O
L = 2,12, 02
n=n,.eto 0 o, O [aven;+n5+n3=1
N3 0 0 o3
et
N0,
T: n,o,
N303

D'apres (23)
Op =0 nf +0y ng +0y, n%
et d'aprés (24)
T* +07, = 0{ n; + ) N3 + oy N3
Dans I'hypothése ou les contraintes principaleg slistinctes, on obtient alors apres
résolution du systéme:
%_T2+(0n_0n)(0n_°|u)
(0,-0y)(0,—0oy)
n%_T2+ (0h=0))(0,—0n) \)K
(0 =0,)(0y—0y) CO
2_T +(0n —0,)(0,—0y) 5 \
(o —oy)(oy—oy) wo&e
r ci

Si on ordonne les cor_‘§U es de an >0 =0y , alors

(@\13 5o, o (O\= '3_9
T +(0n_0|)(0n€u )20

ou encore

5 ay+o V2 (o —=0y )2

I +(0-n I |||j 2( I |||j (30)
2 2
N 2 B 2

r2+(0n—0' c’nlj S(ol c’nlj (31)
2 2

2 a,+0, \2 (0,-0y )

I "{On | ||j 2( | ||j (32)
2 2

Dans le plan de Mohr, I'extrémité du vecteur cantea d'aprés (31), est donc intérieure au
cercle centré surd) d'abscisseq + oy;)/2 et de rayond, - oy,;)/2. Par contre, d'apres (30)
(res. (32)), I'extremité du vecteur contrainteeedérieure au cercle centré sur,@'abscisses
(o +on)/2 (resp.¢, +0,)/2) et de rayond, - oy)/2 (resp.¢, +0y)/2).
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Il - 2.3 Matériau élastique homogéne orthotrope
Le matériau posséde trois directions privilégiéesixda deux orthogonales. La loi de
comportement est invariante par les symeétries ggguart aux plans orthogonaux construits a
partir de ces directions. Dans ces matériaux, o gasser les tbles laminées, les composites
tissés, le bois, certains bétons structurés, ...
Dans ce cas on montre que la matrice de comportersndéfinie par 9 parameétres
indépendants. Dans le repére principal d'orthogrdpiloi se met sous la forme:

1 v v g g

E, E; E;

-V 1 -V
€11 E—221 E_2 E223 0 0 0 O11
2 | Ve Ve 1 g g g |92
€33 |_| Ej = = O33 37)
2€1, 0 0 0 1 0 0 012
2¢ 53 Gi2 . Ou3
2813 0 0 0 0 G_23 0 |l%13

0 0 0 0 0 L

G uk

Avec les conditions de symétrie

Vig _ Vo1 Vi3 _ V31 Va2 _ Vo a\
E—f?z 2 mg&otes

III au elastl e |sotrope traBverse
(na au homo aﬁ e transverse est ell@umatrice de comportement est

|nvar|ante par toute rotation autour d'un axe Fgie. En utilisant cette invariance, on
montre que seuls 5 parametres indépendants casaotde comportement. Si I'axe est porté
par la direction 3, on a alors:

L e_ CO‘

| i ~Vi2 Vi3 0 0 0
El El El
“Vy 1 —vygg
e, ) |y 1 0 0 0 lg
11 El El El 11
€33 || Es Es Es O33 (38)
2¢1 0 0 0 1 0 o |92
2823 GlZ O3
2813 0 0 0 0 Gi 0 0-13
13
1
0 0 0 0 0 G_
L 13
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lll - Déformation et contraintes généralisées

lIl - 1 Déformations généralisées

D'apres (2) en utilisant I'nypothese des petitetugsations, et en négligeant les dérivées
de » et \,0n obtient

Uil + COZJ_X3 - (1)3,1)( 2 Sym Sym

1
€= E(Ufz;L — W X3~ w3) Voo Sym (5)

%(Uf:sl WX +002) %(Vz,s +V3,2) Va3

En introduisant alors les six quantités
al(xl):Uil(Xl) X1(X1)=wq1(X1)
ap (Xl)zufz,l(xl) —w3(X1)  X2(X1)=021(Xq) (6)
aS(Xl)ZUfS,l(Xl) +Wy(X1)  X3(Xp)=wz1(X4)

on trouve de maniére simple \4

= 1 (
= a2 X1X (7)

azhii &* Omg +v %7

m@ c [ uentéﬁodnatlon généralisée de la poutre en la

[a2)
|

Ly

Afin d'interpréter mecanlquement cette définitioous allons étudier successivement les
cas ou une seule de ces quantités est non nulle.

Casl:a#0, =az=X1=X2=X3=0

On en déduit
ul =0,u;=0 et®=0 <>
soit a L

uy(X)=a;X; et (X)=u,(X)=0
La poutre est dans un état d'allongement
pur
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On en déduit alors la signification des déforméaségalisées:
- 3, est l'allongement unitaire de la fibre moyenne

- &, et g sont des glissements dans les plai, ,e,) et (€; ,63)
- X1 est I'angle de torsion autour de I'axeg; par unité de longueur
- X2, X3 sont les courbures de la fibre moyenne dans lesapls (€, ,.&,) , (€;.€3)

[l - 2 Puissance Virtuelle des efforts intérieurs

En tenant compte de la cinématique particuliére pestres, nous allons expliciter
I'équation

Mt (3€,0)=—|, 0 : dedX (8)
ol & désigne une vitesse virtuelle de déformatiort:J d¢etat de contrainte dans la poutre.
Nous choisirons, bien side de la forme

0ay +0x,X3 —OX3X>5 Sym Sym
= 1
Oe= 5(532 ~3X1X3) V22 Sym

1(6a3+6)(1X2) 2(6v23+6v32 6v CO -u
Pour que les contraintes saﬂsfassN@W_@%@ ernouilli, il est nécessaire que
011 O12
o= 032 'ﬁ l O" % (10)
\C
? gortant (9) et (10)? @(9 on trouve finalame

—Mint 53' o) = fo [531”5011dx +0a, [[;01,0X + 63-3.”5013dx]dx1
+ f(l)' [5X1ﬂs(x 2031 — X 3021)dx]dxl (11)
+ f(l)' [5X 2JlsX 307,0X - 8x 3[[sX 2011dx]dxl

Posons alors
T1(X1) = [l50120X  M(X1) = [[5(X 2031 = X 3021)dX
T5(Xq) =[g01.0X M5 (Xy) = [[sX 307,dX (12)
T3(Xy) =[lg0130X M3(X1) = =[[gX 2071,dX

avec ces notation, on obtient plus simplement
= 3
—Mint E 0):f(|)_ {21(55% T; (X1)+0X;M; (Xl))}dxl
(=

ou encore

T=[l,0edX et M= ;XX OoedX (13)

I.S.1.T.V.
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ETUDE DE SOLLICITATIONS SIMPLES

| - Traction ou compression
| - 1 Définition

On dit qu'une poutre est dans un état de tractoncompression) quant le torseur des

actions extérieures est de la forme:
T1¢0, T2=O, T3=O, |\/|1:O, M2=O, M3=O

fél Ef = OFI = Flel
Attention lorsque la longueur est supérieure a environsis8la plus grande dimension
transversale, une poutre sollicitée en compresssooalculée au flambemerb u

\e
Notesa;(
De (1I-17) et (II-18) on dedwt-sx O 0"

T,=a, ES, %2

\’1 aintes qvﬁ%eqwldm de la forme:

| - 2 Déformations et contraintes

(1)

(2)

ou o, est une valeur constante dans toute la sectiorolflant alors pour le tenseur des

déformations:
On 9 0
E
e= 0 —VO—E” 0 @3)
o o -von
. E |

Relation de la contrainte avec I'effort normal

On sait que
Ty (X1)=[[g011dX

I.S.1.T.V.
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Exemple: Résolution en utilisant la méthode de supgosition

7 P 7

A~ B C T A B C
Rc
Probleme | Probleme |l

Probleme I:
L'équilibre nous donne =P et My =Pa

G (X)) =My (X) 2 +Ry (X) T =P(X -a)
0,00 =P-alx) 2+ () ~(x -4
T (X) = P(a(X)‘l ~(X)°+(x -a)°
Mg (X) =Pl-a(X)® +(X)" - (X -a)"
Elqub 1 (X) = Plra(X) +(X)? /12— (X -a)° /2+cl)
Elqub, (X) = P(— alX)?12+(X)2 16 - (X -a)° 16+ C X + C2)
Et en utilisant les conditions aux |imiIESIf2'| ) = Oetuf2|,1(0) = 0
Eluby (X) = Pl-a(x)? 12+ (x)% 16-(X - a)° /6) cO \.)\4
e

Fleche en L=a+b

\S-
Elyub (L) = Pl-al? 12+ 12 /6-b%/6) ﬁ?@iea%aa

Probleme lI: \N "(Om A%
Il suffit }Je\gpar aa‘@
El3ub (X)—‘Rc( <d?/2+< > /6)

Fléche en L=a+b
Elqub, (L) =RcL3/3

Superposition des problémes :

Comme il y a un appui simple en C, on doit écrire,
uby (L) +uby (L) =0

Soit

2R3 +Pa?(-3L+a)=0 et RC_:Ta(sL a)

I.S.1.T.V.
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IV - 3 Exemples

IV - 3.1 Poutre console
Fleche en A et B?
Rotation en A ?

a) La poutre est sollicitée en flexion. Le momé@tHissant est M:=-Px

D'aprés (12)
_(t M3 dx = LszzdszzL3
0 2El, o 2El, 6El,

Donc
3
Uy 6W PL (vers le bas)
e 3E|
b) Pour déterminer le déplacement du point B, giique en B une charge fictive Q.
Pour Gx<L/2 Ma=-Px et pour LEX<L Ms=-Px-Q(x-L/2) \)\A
d'ou \ C
W= o
48El, XGS

et finalement NO %’(
Qﬁé\rﬁngﬁp 96%6 g’r‘s le bas)

c) Pour déterminer la rotation de la section Aapplique en A un couple fictif M
Pour G&x<L Ms3=-Px-Mga

d'ou
2 1 (P23 2 2}
W=|[—— (M, +Px) dx=—— +PM,L“+M 3L
j°2E3( A ) 2FI, ( 3 A A
et finalement
5 = ow _ P
M|, L, 2EL

I.S.1.T.V.



- 58 - Méthodes énergétiques

IV - 3.3 Application aux systémes hyperstatiques
w

A

A L B
La réaction en A est une réaction surabondante.
qx) = R, = w{x)°

N

d'ou
X2
M, =R, X—w—
3 A 2
puis d'aprés (12)
L M2 1 L® L4 wl®
=[ —dx= (Ri R+ == )
02El, ~ 2EL\U "3 20)

Or comme le déplacement vertical du point A est nul
ow 1 [ 2 LY

= A= —w— =0
0R, 2El, 3 4/

8 ecO u

V - Equation de Bertrand de F%@&@%
V- ]_Enonce - \wd gs

L' equatg Xe ertrand de FQ cangst une appbio directe du principe des puissances
virtuelles. Nous avons vu (14), en considérant diats d'équilibre d'un méme systéme, que:

== _ Al A

[[[.o® da=|[[f' o da+ [ Fo'doQ
Si le systéme n'est soumis qu'a J forces ou copplestuels

[[[.5E da=YF ')+ ¢ m' (x,)

i=1 i=1
d'ou, en développant I'énergie interne, on obtient:
IL LT, DT LTI MIMY MM M;Mg']dxl:

o\ ES GS GS Gl El, El,

d'ou

(16)

SEm () + Y E ' (x)

I.S.1.T.V.
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B et C étant fixes, on obtient:

J-; MEélMél dy+.[o Nllleél dx =0
fo e [Rey)EY)]y + |, —[[RBXh Ry X+ \(Fh Fx) dx=0

RBxFlhz
21,5

1( 2 L L L2 L3 L")
+ — FRXh L_FhR _+Fhw__FRxh_+FR __Fw
oLt T PTe B 23 8/)

2 2 3 2 3 4
it G ool on, S

IAB

Ceci doit étre vrai en particulier pouy=0 ou k=0, d'ou
[lacRel’ |6 12l —30R, L2 +hal®= 0
l X Y
1—12 Ry hL® +8R, L° = 3w’ =0

| ch

Soit, en posank =
AB
wL? wl(k +1)
Rex =77~ Rey == o
Ah(4k+ 3) 2(4k+3)

g%

V-3 Application: Détermination des deplacer‘gﬁ\ﬁta

Si en un point d'abscisse curvillgém NQ une fogﬂonctuelle unitaire pour le
systémel on obtient: \N "( "

ou u' (;&; Ss e deplacemerglﬁog dans le sens d'apiplicde la force unitaire

Exemple:
On cherche, dans le cas d'une poutre console @argibrmément, les déplacements et
rotations aux point A et B.

w

2 > < 7
L2 B jp C

Pour le systéme courant, que nous appelleronstersg Il, on a:
2
X
M) = —w—
2
* Fleche en A

Soit le systéme | suivant:

I.S.1.T.V.
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flambement que peut supporter cette poutre.

- ooy
Bl Eh

N
N

A l'encastrement, le déplacement latéral et lagsnnt nuls. A I'extrémité, la poutre est
libre de tout moment et ne peut se déplacer laémht. Donc, si on élimine la solution
triviale u2 =0, I'équilibre se traduit par une déformée de typealrec pour conditions aux

limites:
ufz(O) =c +tCcy =0
ufz;L(O) =Cc,+nc3 =0
ufz(L) =c¢; +C,L +c3sin(nL) + ¢, cosfL)
M3(L)/Elg = —n2c3 sin(nL) — nzc4 cos(L) =0
soit,

Cy = Cstg(nL)

C, =—C3Nn O \.)\4
ca(tg(nL) -nL)=0 \e C .

c4 = —Cztg(nL) tesa

si on élimine la solution triviale, ongi) _‘ r%l 43‘.
ur:

La charge critique € est

p@ é‘%" P age (14)

et la déformée est telle que:
ub(x) = c{co l‘f""j - O,2238in( ]’45'1") " f —1) (15)

Il - Généralisation: Formule d'Euler

Historiquement, on appelle "formule d'Euler" la e critique d'une poutre Rotule-
Rotule.

=

P. =
cr |_2

Pour l'appliquer aux différentes combinaisons goesi d'appuis, on définit la charge
critigue comme étant:

I.S.1.T.V.
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ANNEXE
FORMULES ESSENTIELLES EN
MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

1. Coordonnées cartésiennes orthonormées

OM =xe, + e, + 2,
* Soitv=v,e, +Vv,e, +V,€, unvecteur, alors
ov, 0vy  0vy

5 ox oay o0z

= e Vi . —~ _|0vy Ovy Ovy

grw(V) = DV —We O ej =1 ox a—y 57 et
] v, v, dv,

ox oy oz
ov

R V' ey OV, OVy 9y, \4

d|W—a—Tr(grad(v))— v ayy r— a\e _CO ‘\.)

AV = div(grad(v)) = 662(\9/. & :AvXéX+AvyN@¥Zes ,{

* Soit f une fonction I IXr %A O" %
e

\I\
grad(f)?DX & = J PQQ div(grad(f)) = 0% _ 0% 0% | 0%
T
T

0x;0x; ox2 oay? 9z°

= Txx Xy xz
*SoitT=Tye e =T, T, un tenseur symétrique du deuxieme ordre, alors:
TZX TZ TZZ
M 4 Ty | 0Ty,
ox ay 0z 2 ATy ATXy AT,
div(T) = —ig =42 4 T, OT aT=2T s 0e =|aT, AT, AT
iv(T) = S N 5 T e ( PV W e Bl B yy yz
1 0Ty | Moy , 0Ty, K7k AT, AT, AT,

I.S.1.T.V.



