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KAPITEL 1. EINFUHRUNG

1.2 Zur Geschichte der FEM

e Vorgeschichte

In der Arbeit [73] beschreibt SCHELLBACH die Losung eines Minimal &chenproblems.
Bei einem solchen Problem wird die kleinste Flache gesucht, deren &uflerer Rand eine im
Raum gegebene geschlossene Kurve ist. Der von SCHELLBACH beschriebene Lésungs

weg beinhaltet Teilschritte, wie sie fiir die Finite-Elemente-Methode charakteristisch
sind. Seine Vorgehensweise kann als FEM mit linearen Dreieckselementen auf einem
regelméBigen Gitter interpretiert werden (siehe auch Abschnitt 4.3.3).

Weiterhin zédhlen die Arbeiten von R1TZ und GALERKIN zur Vorgeschichte der Finite—
Elemente-Methode. Die FEM ist namlich ein spezielles Ritz— bzw. Galerkin—Verfahren
(siehe auch die Abschnitte 4.2 und 4.3).

1. W. RiTz (1908, siehe auch [68])

Es ist ein Funktional J(u) zu minimieren, wobei u alle zulassigen Funktionen durch

lauft, z.B.:

Gesucht ist die Funktion u*(x) aus der Menge aller iber dem Intervall [0, 1] stetig
differenzierbaren Funktionen u(x) mit u(0) = u(1) = 0, die das Funktional

:0/ —sinﬂ'xu )] da CO \)\L 1.1)

minimiert.

Eine Naherungslosung fiir zsc auf die folgende Weise
bestlmmt Man b stem 1 ar@ tBer Funktionen ¢;(x), ¢ =
t den Aus uck

P(e Pag Zu% (1.2)

mit beliebigen reellen Zahlen u; in das Funktional J(u) ein. Damit hangt das
Funktional nur von diesen reellen Zahlen ab. Das Minimum des Funktionals iiber
allen Funktionen, die sich gemif der Beziehung (1.2) darstellen lassen, kann somit
aus den Gleichungen

dJ(u) 0 dJ(u™) 0 dJ(u™) 0
aul - 8uz - B 6un N

ermittelt werden. Die Giite der Naherung «(™ fiir die Funktion «* hingt von n ab.

Zur Bestimmung einer Naherung fiir das Minimum des Funktionals (1.1) kann man
beispielsweise

wi(z) = (1 — :J(;):JcZ (1.3)

wahlen.

2. GALERKIN (1915)

Betrachtet wird eine Randwertaufgabe, z.B.: Gesucht ist die zweimal stetig diffe
renzierbare Funktion wu(z), fiir die

—u"(z) = f(z) fiir alle 2 € (0,1) und u(0)=wu(l)=0



1.3. BEISPIELE

Gesucht ist das elektrische Potential (1, 22), so dafl
—Ap = 0 fir alle x €

© = gn fiir alle € T'y4
o = 0 fiir alle 2 € 0\ I'ny

gilt.
Die Abbildung 1.4 zeigt die Aquipotentiallinien des elektrischen Potentials.

1.3.3 Berechnung elektromagnetischer Felder

Den Ausgangspunkt zur Aufstellung des mathematischen Modells bildet die Mazwell
sche Gleichung

rot H = 5, (1.16)

wobei H die magnetische Feldstarke und S die Stromdichte bezeichnen (siehe auch
[49]). Weiterhin fithren wir das Vektorpotential A ein, das durch die Gleichungen

rot A = B K(l.l?)
und CO -\)

ﬁ eSa\ (1.18)

de niert ist. Hierbei ist ie is&h 9111 10%% sammenhang zwischen

der magnetlschen Ind t1*@1 er m;ﬁﬂ ‘@ srke H ist durch

P(e\,\ Eag@ oty (H + Hy) (1.19)
e

mit der magnetischen Fellkonstante pg und der materialabhdngigen Permeablhtatszahl

fr gegeben. Fiir die nicht permanentmagnetischen Materialien wird Hy = 0 voraus
gesetzt. Bei Permanentmagneten bezeichnet —H, die magnetische Feldstarke, bei der
die Induktion verschwindet (siehe auch [38]). Besteht fiir den Permanentmagneten ein
linearer Zusammenhang zwischen B und [:j,

B = pop H + Jy, (1.20)

so 1st

Ho = (piopt) ™" Jo (1.21)

wobei J, die Permanentmagnetisierung bezeichnet. Fiir nicht ferromagnetische Mate
rialien ist die relative Permeabilitdtszahl p, eine Konstante, und fiir Ferromagnetika
besteht bei Vernachlassigung der Hysterese ein eineindeutiger Zusammenhang zwischen

B und Ef, so daf sich u, als

e = (1 B) (1.22)

aufschreiben 1aft.



KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Der Querschnitt ist konstant in z3—Richtung. AuBlerdem wirkt die Kraft F' in Ebenen
senkrecht zur xs—Achse, und sie ist unabhéngig von der x3—Richtung. Deshalb kénnen
wir annehmen, daf}

aul B 8u2 B B

gilt und folglich ist

€13 = €93 = €33 = 0.

Unter Beachtung der Beziehung (1.29) erhalten wir aus der Randwertaufgabe (1.25)
das folgende ebene lineare Elastizitatsproblem (ebener Verzerrungszustand):

Gesucht ist das Verschiebungsfeld @(x) = (u(x),uy(z))?, fiir das

82u1 82u1 8 aul 8uz . .
‘“e(a—x% ! axg) Ot (Gt ) = 0 firalleae

82u2 82u2 8 aul 8uz . .
‘“e(a—x% ! axg) Ot (Gt ) = 0 firallea

(1.30)
u(x) = 0 fiir allﬂw
o1ny + o1en a\@ Qn’ alle z € I'y

(}t% - fiir alle = € T
gro™ "0 188
gllt In Wﬁwl ist E9 ?a@vo ., v =10.3 und

—T-10° Nm~? auf der Oberseite des Trigers
ga2 = (l’l - [00,018], Lo — 024)

0 Nm~2 sonst.

Als zweites Beispiel betrachten wir ein dickwandiges Rohr unter Innendruck. Der
Querschnitt des Rohres ist in der Abbildung 1.8 dargestellt. Auf Grund der Rotati
onssymmetrie des Rohres ist es sinnvoll, zur Bestimmung des Verschiebungsfeldes die
Randwertaufgabe der linearen Elastizitidtstheorie in Zylinderkoordinaten (r,¢,z) zu
formulieren.

In diesem Koordinatensystem sind die Komponenten des Verzerrungstensors durch die
Beziehungen

B ou, 1 <6uw N ) B ou.,
Epp = 87“7 5@@_74 Ur |y €z = 827

(1.31)

B (1 ou, % 1 ) _1(8% 8u2) _1(% l@uz)
grap— —I' - uap 9 57“2— —I' 9 5@2— 2 82 ‘I’ r 899



KAPITEL 2. MODELLIERUNG AM BEISPIEL VON TEMPERATURFELDERN

o Ubergang zur differentiellen Form

Multiplizieren wir die Gleichung (2.11) mit 1/(AtAz) und lassen Az sowie At gegen
Null streben, dann erhalten wir bei glatten Eingangsdaten (z.B. homogenes Material,
stetig verteilte Warmequelle, siehe auch die Voraussetzungen (2.3)) die differentielle
Form der instationdren Warmeleitgleichung.

Gesucht ist u(z,t) € C*HQr) N C(Qy), so dab

c(aat) oo 2= 2 ()\(:z;,t) Z_z) g, Dula, 1) = f(e0) + gle, Duale, ) (2.12)

fir alle (z,1) € Qr
gilt und die Randbedingungen (z.B. 1. Art)

u(a;t) = ga(t)

u(bt) = ot) } fir alle ¢t € [0,7]

sowie die Anfangsbedingung

u(z,0) = wo(z) fir alle x € (a,b)
B\

erfillt werden.

0 a b xT

Abbildung 2.13: Raum—Zeit-Zylinder Q1 = (a,b) x (0,7)

Bemerkung 2.8 Der Raum C*!(Qr) umfaft alle Funktionen, die zweimal stetig dif
ferenzierbar beziiglich des Ortes x € (a,b) und einmal stetig differenzierbar beziiglich

der Zeit t € (0,T) sind.

Bemerkung 2.9 Analog zu der stationdaren Warmeleitgleichung kénnen auch bei der
instationdren Warmeleitgleichung Randbegingungen 2. Art oder 3. Art bzw. gemischte
Randbedingungen gestellt werden.

Bemerkung 2.10 Fiir die Existenz einer klassischen Losung, d.h. Lésung der Auf
gabe (2.12), ist die Kompatibilitit zwischen der Anfangsbedingung und den Randbe
dingungen notwendig, d.h.

lim g.(t) = uo(a) ,  lim gy() = uo(b)

t——+40 t——+40



GRUNDPRINZIPIEN DER FINITE-ELEMENTE-METHODE: EIN 1D-BEISPIEL

1{_ wo()
M. i1 % G Eea b @
I I
1{_ pi()
C;l 51/':1 51/':2 SI?Z'I—1 liz SI?Z'I-|-1 xn=—1 Illly flfK
o :I;O‘u
u et
' NO{@S%X% o)
J\€ “02\56 of »
eV paQ©” .
P Clll 51?'1 g i1 51/12 Tipq xnl—l IZI) T

Abbildung 3.5: Stiickweise lineare Funktionen ¢;(x)

Fir die Funktionen ¢, (x), ¢ = 1,2, ... ,n — 1, gilt

0 a <z <z q
T — Ti-1
A Tio1 < T <z
pile) =9 T
- 4l i< < Tyt
h
0 T < <b
und fiir die Funktion @g(2) bzw. ¢,(x)
_90—h$1 0 << 0 a<z<zH1
990($) = 9 @n(x) = T — Tp—1
0 $1<$§b T $n_1<$§b

(3.8)



KAPITEL 3. GRUNDPRINZIPIEN DER FINITE-ELEMENTE-METHODE: EIN 1D-BEISPIEL

Die Matrizen K, i =1,2

9 Ly ey

K9 KO
K9 g

n,

K@) =

Ty

/ pii(@) pioq (@) da / oi(x) pi_q(z) dx (3.15)

Li—1

/ dale)ele)de [ Gle)ple)do

werden als Flementstei gkeitsmatrizen bezeichnet.

Auf analoge Weise erhalten wir fiir die rechte Seite

b z

/f(:z;)vh(:zj)dx = ZZ:;

a

f(@)on(x) de

1 s 1@\%%

(O m&ﬁ 180
e A
Dlﬁ&@gtvektorer@ )a-g@ .,n, sind durch die Beziehung

| f@)eia(a)da
o= . (3.17)

Ty

| f@)eia)da

Li—1

de niert.

o Assemblierung des FEM Gleichungssystems, d.h. Zusammensetzen der Elementstei
gkeitsmatrizen und Elementlastvektoren zur globalen Stei gkeitsmatrix bzw. zum
globalen Lastvektor.

Wir schreiben die Beziehungen (3.14) und (3.16) nochmals ausfiihrlich auf. Es gilt

Uj—1

b
[ehteyvieyde = 3 (v v KO ) — K, =

Uy



3.4. DER ELEMENTWEISE AUFBAU DER STEIFIGKEITSMATRIX UND DES LASTVEKTORS

Der Einbau von K und f® liefert
Ky Ky 0 0 0 s
EY KO+ kD K® 0 .0 A+
0 K K$® 0 0 @)
und
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
Nach der Assemblierung aller K bzw. i(i), t = 1,2, ... n, entstehen die globale
Stei gkeitsmatrix
kY kY 0 0 0 0
K kQ+r® KkE 0 0 0
0 K KQ4kY K 0 0
Ky = )
R 0o KE KRGl @ 1\)\40
0 0 0 ”é_\e Jg;* +rW g0
0 3 K K

sowie der globale La Wk&x Om

ote
R

preV'* a0

wobei die Randbedingungen noch nicht beriicksichtigt sind.

o FLinbau der Randbedingungen

Im Beispiel aus dem Abschnitt 3.2 sind die folgenden Randbedingungen vorgegeben:

(a)
(b) Randbedingungen 3. Art bei x = b:

Randbedingungen 1. Art bei o =a:



{0 KAPITEL 3. GRUNDPRINZIPIEN DER FINITE-ELEMENTE-METHODE: EIN 1D-BEISPIEL

Die folgenden Normen sind interessant:

1. C-Norm ||.||¢

fu—urlle = max [ula) = un(c)

2. Ly-Norm |[[.|lo = || lo,2,(at)

= unllo = | [ (ule) = wi(e))? do

3. H'-Norm ||.]. = |- [1.2,(a0)

b

he =l s= | [ [(a() = wn(e))? + ((ule) = wale)y)?] do

a

Falls u € V, quadratisch integrierbare Ableitungen bis zur Ordnung k —I_!ﬁ §zumin

dest elementweise) besitzt, d.h. wenn o', v”, ... ukt) ¢ Lo l'] nite

Elemente p—ter Ordnung (p = 1 linear, p = 2 quadratléhs% sch verwendet
werden, dann erhalten wir folgende Dlskret1s1er“:€@ atzungen:

\N ﬁ < céf% ]ﬂﬁ l%?) 1

\e
P (e\, Hug@g hmm{k p}+0.5

Dabei sind ¢; und ¢, nichtnegative Konstanten, die von der exakten Lésung v abhéangen
und vom Diskretisierungsparameter h unabhéngig sind (siehe auch [13, 30]).

(3.31)

Bemerkung 3.9 Um derartige Fehlerabschdtzungen beweisen zu kénnen, miissen
wir voraussetzen, dafl die Bilinearform a(.,.) Vo—elliptisch und Vo—beschrankt ist, d.h.:

Es existiert ein gy > 0 @ a(v,v) > pyf|v| fur alle v € Vy  und
es existiert ein pz > 0 @ |a(u,v)| < pollulld|v] fur alle u,v € V4. (3.32)
Im weiteren wollen wir die Abschatzung (3.31) fix s = 1 (][.|l1), p = 1 (lineare
Ansatzfunktionen) und die Modellaufgabe
—u'(x) = f(x) in (0,1)
w(0) = g (3.33)

u'(l) = 0

beweisen.



3.8. ZWEI ANWENDUNGSBEISPIELE

/50u 2)de + /371u (2)0'(x) de — 50u/(0.5)0(0.5) + 50 (0)0(0)

— 371/ (1)v(l) + 371/(0.5)v(0.5) = 0.

Beachten wir noch die Interfacebedingung —50u'(0.5 —0) = —371u/(0.5 +0) sowie die

Bedingung v(0) = v(1) = 0, so erhalten wir die Variationsformulierung;:

Gesucht ist u(z) € V, = {u(z) € H'(0,1) : w(0) =0, u(l) =50}, so daB
/)\ z)dr =0 fiir alle v € Vp = {v(z) € H'(0,1) : v(0) =v(1) =0}

mit
50 flir x < 0.5
Me) = { 371 firz > 0.5

gilt.

Diese Variationsformulierung ist der Ausgangspunkt einer Finite-Elemente—Dyskretisie
rung. Zur Demonstration des Algorithmus der Methode der mten m@ rlegen

wir das Intervall (0,1) in 4 Teilintervalle. Um auch den Ft Aquidistanten
Unterteilung erlautern zu kénnen, wahlen wir d{é gnegung

"(Om %x 1, ’L%% (3.54)

mit 8‘6
:L’PXQO 9&93 05), (22,25) = (0.5,0.7), (ws,24) = (0.7,1).

Wesentlich ist dabei, dafl die Materialgrenze, d.h. der Punkt, in dem die Interface
bedingung gegeben ist, als Knoten und damit als End— bzw. Anfangspunkt zweier
Teilintervalle gewahlt wird.

Wir wissen, dafl die Losung des Randwertproblems linear in den Teilgebieten | =
(0,0.5) und 5 = (0.5,1) ist. Deshalb wiirde bereits bei einer FE-Diskretisierung
mit den zwei niten Elementen (0,0.5) und (0.5, 1) sowie stiickweise linearen Ansatz
funktionen die Losung des Randwertproblems exakt approximiert. Wir wéahlen die
obenbeschriebene Diskretisierung nur, um den FE-Algorithmus nochmals ausfiihrlich
demonstrieren zu kénnen.

Die stiickweise linearen Ansatzfunktionen sind durch

0 < x4
T — i1
_ i <z < ay
pix) =4 T (3.55)
T — Ti41

T ri<a <
Tit1 — Xy

0 Tip1 < T



KAPITEL 3. GRUNDPRINZIPIEN DER FINITE-ELEMENTE-METHODE: EIN 1D-BEISPIEL

Bei der FE-Diskretisierung der Aufgabe (3.61) wollen wir die im Abschnitt 3.5 de
nierten stiickweise quadratischen Ansatzfunktionen nutzen. Wir zerlegen zuerst das

Intervall (0,2) in 3 gleichgrofie Teilintervalle, d.h.

3

[0,2] = Ulxic1, 2] mit  (xo,21) = (0, %), (x1,22) = (%,

=1

%) und (:1;2,:1;3):(%,2).

T €1 T2 T3

Po P P2 P3 Pa Ps Pe

globale Knotennummern:

0 1 2 3 4 3 6

lokale Knotennummern:

1 2 3
1 2 3
1 2 3

Abbildung 3.15: Zerlegung des Intervalls (0,2) und die Zuordnu@@l &Aw%gobaler

und lokaler Knotennumerlerung

Die stiickweise quadratischen Ans %g . 6, de nieren wir,

indem wir die aul dem Formfunktlonen (siehe

Abschmtt 3.5) i&@d lige Elerrg@ @&fmeren Dazu verwenden wir die
ﬁ (:W chrift

1 = — (:1; Tio1), (&) = hi + x4

T — Ti_q hi

und die Formfunktionen
Bi(€) =260 =36 +1,  yf) = 4 + 46 By(¢) = 26 — €.

Wir erhalten

Oy (E(x)) = D1((2)) fir 0<a<?
po(z) =
0 flir % <z
0 fir =z <uz;4
&)3(%(:1; — 1)) fir x4 <z <
erulz) = ¢ , i=1,2
(I)l(h'1+1 (x — a;)) fir a; < < a4
0 fir x4 <x
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o 5. Variante: p = 70, 10 Elemente mit linearen Ansatzfunktionen, wobei [0, 1] =
[0,0.5]U[0.5,0.8] U[0.8,0.85]U[0.85,0.9]U[0.9,0.925] U[0.925,0.95] U[0.95,0.9625] U
[0.9625,0.975] U [0.975,0.9875] U [0.9875, 1]

u u
14 14
0 1o 0

4. Variante 5. Variante

Abbildung 3.19: FE-Diskretisierungen mit gleichméafiger und lokaler Netzverfeinerung

wk

Eine weitere Mo6glichkeit zur Anpassung der FEDiskretimm @QLosungsverhal
ten ist die Erh6hung des Polynomgrades der Ans Die folgende Diskre

tisierung zeigt, dafl auf diese Weise ebeﬂ erung@sung mit einem kleinen

Diskretisierungsfehler erz?igt
° 0. Varmnte' ement QXaren Ansatzfunktionen, Elemente
ﬁ\g und 1t adratischen Ansatzfunktionen sowie das Ele
5,1] mlt ku @ satzfunktionen
1 i
0 1w
6. Variante

Abbildung 3.20: FE-Diskretisierung mit linearen, quadratischen und kubischen Ansatz
funktionen



4.3. GALERKIN-RITZ-FEM 1Y

4.3.3 FEM = Ritz—Galerkin—Verfahren mit speziellen Ansatzfunktionen

Die grundlegende Idee, Ansatzfunktionen (Testfunktionen) p;, = p;(x) mit lokalem
Trdger ( nite Funktionen) im Ritz— bzw. Galerkin—Verfahren zu verwenden, stammt
von R. COURANT (1943, [14]) und wurde Mitte der 50er Jahre von Ingenieuren (z.B.
von TURNER 1956, [81]) neu entdeckt.

Bei der Finite-Elemente-Methode wird das Gebiet  in ,kleine®, nichtiiberlappende
Teilgebiete 6) (Dreiecke oder Vierecke) zerlegt. Die Eckpunkte dieser Teilgebiete
bezeichnen wir als Knoten. Als Ansatzfunktionen wahlen wir Funktionen, die nur
tiber sehr wenigen Dreiecken bzw. Vierecken von Null verschieden sind. Eine derartige
Ansatztunktion ist in der Abbildung 4.2 dargestellt.

pi(x)

z; — Knoten der zur Ansatzfunk
tion p;(x) ,gehort®

Tréger pi(x;) = by

supp(pi) : (— Knotenbasis)

h — Diskretisierungsparameter

Abbildung 4.2: Darstellung einer Ansatzfunktion mit lokalem Trager

Unter Verwendung derartiger Ansatzfunktionen wird die Ndherungslésung in der Form

up(x) = Z uipi(x) € Vy,
iewh
gesucht. Dabei ist uy(x) eine stetige, aber keine stetig differenzierbare Funktion. Bei
einer Knotenbasis gilt
uh(:z:z) = U;

fiir alle Knoten x; €



4.4. FEM MIT LINEAREN DREIECKSELEMENTEN 119

— Vermeidung zu spitzer und zu stumpfer Dreiecke, insbesondere von Dreiecken der

Gestalt

Abbildung 4.13: Dreieck mit einem sehr stumpfen Innenwinkel

— Generierung einer reguldren Triangularisierung, d.h.

fir alle r € R, und fiir alle Diskreti
sierungsschrittweiten h existieren Kon

stanten oy und 8y mit o > 0 und
6o > 0, so daB

aoh < B RS B <

Y

0<bp < ey)v ‘ggT)a ‘9:()>T) <7 -0

Abbildung 4.14: Darstellung eines Dreiecks einer reguléren Vernetzu\v

Die Vernetzung des Gebietes  wird bei der algomthmlsa @Qﬂmg durch die

Festlegung einer globalen und einer lokalen Nu 1eﬁhch deren Verkniip
fung beschrieben.

global: Numerlegfg oten a&ner%%
\ Nh}l )én)\le nzahl der Knoten
P ( e\, ? @‘g R;, die Anzahl der Elemente

Festlekung dér Knotenkoordinaten x; = (1, x2,) ,
= 1,2, ,Nh

lokal: Numerierung der Knoten in jedem Dreieck

P

Knotenkoordinaten der Knoten P():

ac A=A ={1,23}

Abbildung 4.15: Lokale Knotennumerierung eines Dreiecks

Verkniipfung: Festlegung der Zuordnungsvorschrift zwischen lokaler und globaler
Knotennumerierung fiir jedes Dreieck §() , r € Ry

r:ooa & i=i(ra), a€ AV iemy,



114

35

36

23

24

10

29

30

Abbildung 4.16: Beispiel einer Vernetzung mit Numerierung der Knoten und Elemente
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Alle FE-Programme benétigen deshalb mindestens die folgenden zwei Felder, deren
Autbau wir am Beispiel der in der Abbildung 4.16 dargestellten Vernetzung des Gebie
tes  (siehe das Beispiel im Abschnitt 4.1) erlautern.

o a &1, rERh,ozeA(T):A,iEEh

Flement globale Knotennummern der lokalen Knoten | Elementkennzahl
nummer (r) (r) () z.B. Material
h e 1 bereichsnummer
1 1 37 30 1
1 11 37 1
86 25 66 44 1
87 67 32 5
Ry, =108 21 70 71 2

Tabelle 4.1: Zuordnungstabelle zwischen lokaler und globaler Knotennumerierung

o i  (T14,22;) O -\)K

el
i 1 e oAy Y _(_--/L%SD N, = 72

e el g O

Tabelle 4.2: Tabelle der Knotenkoordinaten

Bemerkung 4.11  Weitere Felder zur Charakterisierung von Knoten sind méglich,
z.B. zur Randbeschreibung und zur Randbedingungskodierung.

o Methoden zur Generierung der Netzdaten

1. Erzeugung der Felder fiir die Zuordnung zwischen der lokalen und der globalen
Knotennumerierung (r : « ¢ ¢) und der Knotenkoordinaten (¢ : (w1, 22,))
von ,,Hand“.

2. Halbautomatische Erzeugung der Daten, d.h. zum Beispiel Zerlegung des Gebietes
in Teilgebiete. Fiir die Vernetzung der Teilgebiete werden in Programmbiblio
theken vorhandene Vernetzungen von Standardgebieten genutzt. Die Vernetzungen
der Standardgebiete werden auf die konkreten Teilgebiete abgebildet. Hierbei muf}
beachtet werden, dafl die gesamte Vernetzung des Gebietes  eine zuldssige Ver
netzung ist.
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4.4.3 Aufbau des FE—Gleichungssystems

Wir beschreiben im weiteren den elementweisen Aufbau des Finite-Elemente—Glei
chungssystems, d.h. des Ritz—Galerkin—Systems (siehe auch Abschnitt 4.3):

Gesucht ist u, € RV | so daB

K, = f, (4.14)
mit
Ky, = lalpi,pr)likew,
fo= (k) = wesalpi, pr)lrew,
= h

gilt, wobei die Bilinearform a(.,.) und die Linearform (F\.) wie folgt de niert sind :

, _ dpi Op dp; Opx |
lon) = [ nGp gt e 4+ [alm@na) b
(Fopr) = /f v)pr(z) dz + /92 z)pr() ds +/ (z) ds.

Zuerst generieren wir eine Stei gkeitsmatrix und einen Iﬁ_\ qQ Qenen die Rand

terme noch nicht beriicksichtigt sind.

Aufbau des FE—- Glelch%fﬁml ﬂne Berg k&%%“g der Randbedin

gungen
Beim Aufé\/{ &&)\Nelch @te r&ré'Bel’uCkQchtlgumg der Randbedingungen
1@1@ atrix K hP a‘é
Ipi Dpx, Ipi apk] d ]
T

Ky, = [a(pi, p)ipem, = l/ [)‘1 Dy Oxy + A Oxy Oy

i,kEW

und die rechte Seite f
[y, = [P, pi)lkem, = [/f(:li)pk(x)dx]

berechnet. Den Ausgangspunkt unserer weiteren Uberlegungen bilden die Beziehungen
(Knwy,vy,) = a(up,vp)  fiir alle wy, < wy,, vy & v, Uy, 04 € Vi, uy, v, € RV
und

(fh,gh):<F,vh> fiir alle v, ¢ v, v, € Vi, v, € R,
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19 29 30 31 .- 36 37 38 72
1 (KD o ..o KB o 0o K 0 -0
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
29 0 0 -0 0 0 0 0 0 0
30 | K o 0o K& 0o -~ 0 K o 0
31 0 0 -0 0 0 0 0 0 0
36 0 0 -0 0 0 0 0 0 0
37 | K& 0 oo 0 K 0 0o KU 0 0
38 0 0 -0 0 0 0 0 0 0
72 0 0 -0 0 0 -0 0 0 -0

Addieren wir die Matrix K?, so folgt

X ) &@t@ % o
1 I({l)—l—lﬁn (@m g3d‘ l 1‘12 —|—I(13 0 --- 0
2 e\,\e\l\l 0 --- 0
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0
11 Kg? 0 - 0 Ké? 0 0 0 0 o KZ 0 0
12 0 0 -0 0 0 -0 0 0 -0 0 0 -+ 0
29 0 0 -0 0 0 --0 0 0 -0 0 0 -+ 0
sol KW o0 .o0 0 0o -0 kD 00 KDY 0 -0
31 0 0O --- 0 0 0O --- 0 0 0O --- 0 0 0 --- 0
36 0 0 -0 0 0 --0 0 0 -0 0 0 -+ 0
3T KW+ 0 o0 K@ 0o -0 K 0 o0 KD+ KEP 0 -0
38 0 0 --- 0 0 0 --- 0 0 0 --- 0 0 0 --- 0

72 0 0 --- 0 0 0 --- 0 0 0 --- 0 0 0 -~ 0
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Werden auf analoge Weise alle weiteren Elementstei gkeitsmatrizen eingebaut, dann
entsteht die globale Stei gkeitsmatrix Kj, ohne Beriicksichtigung der Randbedingun
gen.

Fir die Assemblierung der rechten Seite LL nutzen wir den gleichen Algorithmus,

d.h. zunachst setzen wir LL identisch Null. Nach dem Einbau von i(l) erhalten wir

1 2 .29 3 31 --- 36 37 38 ... 72

und nach der Addition von i(z)
P A1) 42 (2) (1) (1), £(2) T
L=+ 00 P 00 [ 00 e 0 0)

1 2 ... 10 11 12 --- 29 30 31 --- 36 37 38 ... T2

Die Fortsetzung dieses Assemblierungsprozesses fiir alle r = 3,4, R/\x&rt den
globalen Lastvektor f,. Fiir das Element fr; gilt z.B. \ e 0

]E72 _ f1100 _I_f1101 _I_f1102 (1 _I_f106

‘?) :
@L\@ ag@q Zv/latrlx K, und der rechten Seite f kénnen
auch die Connectlmty@ ) genutzt werden. Dabei ist C") wie folgt de niert

1 i globale Knotennummer eines Eckknotens des Dreiecks 6(")
CZ.(]?") = und j die zugehorige lokale Knotennummer
0 sonst ,

i =1,2, ..., Ny, 5 =1,2,3. Damit gilt

Kp= Y COKO@ECNT  und  f, =Y cOf0)
relly, rell,

Die Matrix C'") hat beispielsweise die Gestalt

10 000 --000 -0
(T =1[ 0 0 000 --0120 -0
00 010 --000 -0

12 ... 29 30 31 --- 36 37 38 .- T2
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Die Matrizen K sowie die Vektoren i(ef’) und i(62), ez = 1,2, ... ,Nf(LS) , €3 =
1,2, ... ,Nf(f) , werden genauso wie die Elementstei gkeitsmatrizen K () und die Ele

mentlastvektoren i (") assembliert.

Abschlieflend sind noch die Randbedingungen 1. Art in das FE-Gleichungssystem ein
zuarbeiten.

o Beriicksichtigung der Randbedingungen 1. Art im FE-Gleichungssystem

1. Variante : Homogenisieren im Diskreten

Wir setzen u; = g1(x;) fir alle y € , =@y, \wy, d.h. fiir alle Indizes 7, die zu Knoten
auf dem Rand I'y gehéren, und korrigieren die rechte Seite durch

fi = fZ — Z [X’Z’]‘u]‘ fur alle 1 € wp 5
JE n

wobel K;; die Matrixelemente der globalen Stei gkeitsmatrix A}, nach Einbau der Ele
mentstei gkeitsmatrizen K und der Matrizen K(¢) sowie f; die Komponenten des
globalen Lastvektors nach Einbau der Elementlastvektoren f () und der Vektoren S (c2)

bzw. i(eg’) sind. Anschlielend streichen wir die Spalten j, j € 4, und\?}%ﬂen 7,
&0

1 € p, aus der Stei gkeitsmatrix sowie die Zeilen 7, 1 € 4, aus de

2. Variante: \

Wir gehen analog wie in der Variante 1 tﬁ%e des reichens der Spalten j
und der Zeilen ¢ mit ¢, j E A Set “ l

\bl sowle = g1(x;
P(e\,\?f ; gem, fi = ()

fir alle 2, 7 € 4.
3. Variante: Straftechnik (siehe auch [44])

Fiir alle ¢+ € , setzen wir

K = K + [{’7 K =10°. maX |[&”| Ny, , p hinreichend groB

7=1,2,
fi=fi+ 1%91(:1?2') -

Zusammenfassung zum Aufbau des FE-Gleichungssystems

1. Triangularisierung des Gebietes , d.h.

= = U §0) bzw. Cx = U 50
relly, relly,
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4.4.5 Ein Beispiel

Wir betrachten folgendes Randwertproblem:

Gesucht ist das Temperaturfeld u(x) € C*( )NCY UTy)NC( ), so dafl

—Au = 0 r€e =(0,1)x(0,1)
U($1,$2) = X9 $€F11:{$Ea §$1:1,0<$2§1}
u(xy,x9) = 0 reElp={zed :0<a;<1,2,=0}
(4.16)
Ju
— = —1y rEly={z€d :21=0,0<a,<1}
on
Ju
— = & J/’EFQQ:{Jiea 30<$1<1,$2:1}
on
gilt.
I'22

AN “OWl
el .
Pag®

Abbildung 4.26: Darstellung des Gebietes

preY

Die exakte Losung dieser Aufgabe ist wu(xy,25) = 2122 , denn

Ju_ Fu_,

8:1;1 - 8:1;% N ’

Gu _ Pu _ g

81'2 - 8:1;% N ’

ou_Ou O _ 0% _ [T
8n N 81'1 " 8:1;2”2 N 8:1;1 N 2 at 2
Oou  Ju Ju Ju ¢ T
— = —n — Ny = —— = & au .
8n 81'1 ! 81'2 ? 81'2 ! 22
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e Bei Vorhandensein von Randbedingungen 2. Art

— Wieviele Randkanten mit Randbedingungen 2. Art 7

— Fiir jede Randkante Eingabe von Anfangsknoten, Endknoten und ¢y aus der

Randbedingung
Ju Ju

kamca_xnx —I' kyy a_yny = 92
e Bei Vorhandensein von Randbedingungen 3. Art

— Wieviele Randkanten mit Randbedingungen 3. Art 7

— Fiir jede Randkante Eingabe von Anfangsknoten, Endknoten, ky und g3 aus
der Randbedingung

0 ou
k. a“nx g

ny + kou = kogs
e Ausgabe der Ergebnisse iiber Drucker (J N) ?

e Speichern der Ergebnisse auf Diskette (J N) ?
Falls (J), Eingabe eines Filenamens

e Ausgabe der Eingangsdaten (J N) ? O \)K
e Falls (J), Drucken der Eingangsdaten (J N) ? Sa\e C

Bemerkung 4.16  Bei der Anfor Q ingab %%ndbedmgungen 1., 2.
bzw. 3. Art wird nach em_ﬁf) 1e Fing ef@g tehen zur Verfugung
\e\lél Bloc e@ &_&Q — Einzeleingabe.

ghe RandbedmguP@ uber mehrere Randkanten gleich, dann ist die Finga
beform »,B“ empfehlenswert, da nur der Anfangsknoten der ersten Randkante und der
Endknoten der letzten Randkante sowie die entsprechenden Daten eingegeben werden

mussen.
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eine Matrix * Vektor—Multiplikation, drei Vektoradditionen und zwei Skalarprodukte
zu berechnen sind, ist der Aufwand an arithmetischen Operationen pro Iterationsschritt
proportional zur Anzahl der Unbekannten N. Damit verhéalt sich der Gesamtaufwand
bei 2D-Problemen wie A3 Ine~! (N5 Ine™t).

Eine schnellere Konvergenz wiirde man erhalten, wenn die Konditionszahl x(K') schwa
cher von h abhingen wiirde. Zur Verbesserung der Kondition betrachten wir im
nachsten Abschnitt die Methode der konjugierten Gradienten mit Vorkonditionierung.

5.2.3 Die Methode der konjugierten Gradienten mit Vorkonditionierung

Wir betrachten anstelle des zu lésenden Gleichungssystems Ku = f das dquivalente
Gleichungssystem

Vi = f (5.11)

mit K = LKL T, & = L7y und f = L7'f, wobei C' = LLT eine symmetrische,
positiv de nite Matrix ist. Dabel wird die Vorkonditionierungsmatriz C' so gewéhlt,
daB #(K) < k(K) gilt. Das Gleichungssystem (5.11) 16sen wir mittels des im Ab
schnitt 5.2.2 beschriebenen CG—Verfahrens. Wir formulieren die Tellsc iytplaber so
um, dafl mit der Matrix K und der rechten Seite f gerechnet Damit
erglbt sich der folgende Algorithmus der Methode & 1t§n Gradlenten mit

Vorkonditionierung. NO"e

PCCG—Verfahren (py aﬁav(t@e&‘conju a%qr@z‘t A—tk’d)
el o 1b
PreN 5o Qe

r® = Ky - f
Cw® = O
dV =

[teration: (k=1,2,...)

T(k-1) (w(k_l),z(k_l))/(w(k_Q),z(k_z))
dP = D 4 TR (R } bz
alk) = (_(k Dk ”)/(Kd(k),d(k))
u® = D gk gk
PG N G VN OO L
Cw® = p®
(w(k)7£(k)) < g? (w(0)7£(0)) — % STOP

(e — vorgegebene Abbruchschranke)
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Wie kénnen wir die Startniherung fir die Iterationsverfahren wdihlen?

Wenn wir eine Folge von FE-Diskretisierungen erzeugt haben, dann bietet sich der
folgende Algorithmus zur Bestimmung einer Startndherung an.

1. Lose das Gleichungssystem
Kiuy = il

mittels eines direkten oder iterativen Verfahrens. Setze ¢ = 1, k, = 1 und
(kq) —
U™ = Uy

2. Interpoliere die Losung %(qu) auf das Netz 7,41, d.h.

(0 _ Jatly, (ke)

Ygpr = 1g Yy

Setze ¢ = ¢+ 1 und 16se das Gleichungssystem
Kou, = iq

mittels k, Schritten eines Iterationsverfahrens. Starte dieses mit %(10)‘

Falls ¢ <[, gehe zu Schritt 2, sonst STOP. \ (

Setzen wir im Schritt 2 zur ndherungsweisen Losung des G\@ur@s@cems ein Mehr
gitter— oder MG(m)-PCCG—Verfahren ein, da en, dafl wir mit einem
zur Anzahl der Unbekannten Nl prop Wan%grlthmetlschen Opera

tionen eine N&herungslos r al en, fir d1
GréBenordnung, desﬂﬂ(rg‘%ﬂgsfehleg%t @3
5. ? Eﬁ Vergle@-aggu osungsverfahren

Wir wollen das Cholesky—Verfahren und die vorgestellten Iterationsverfahren hinsicht

||l — ul HBz in der

lich des Aufwandes an notwendigen arithmetischen Operationen sowie ihres Speicher
platzbedarfs vergleichen. Dabei werden wir demonstrieren, wie sich fiir die jeweiligen
Verfahren der Aufwand an arithmetischen Operationen und der Speicherplatzbedarf bei
wachsender Dimension des FE-Gleichungssystems verhdlt. Den Vergleich fithren wir
anhand des Modellbeispiels 1 aus dem Abschnitt 4.1 durch. Als Maf fiir den Aufwand
an arithmetischen Operationen nutzen wir die benétigte CPU-Zeit. Alle Rechnungen
wurden mit dem Programmsystem FEMGP ([42, 66, 76]) durchgefiihrt. Dieses Pro
grammsystem kann zur Losung von linearen und nichtlinearen Randwertproblemen in
2D-Gebieten eingesetzt werden. Die Tests wurden auf einem PC 80486 (33 MHz) unter
Nutzung des LAHEY-FORTAN-Compilers ausgefiihrt.

Wir erzeugen eine Folge von vier Vernetzungen 7,, ¢ = 1,2,3,4, mit den Diskretisie
rungsparametern hy, hgp1 = he/2, ¢ = 1,2,3. Zu jeder Vernetzung wird das entspre
chende FE-Gleichungssystem

K, = iq

generiert und gelost. Als grobste Vernetzung wahlen wir die in der Abbildung 5.7
dargestellte Triangulation.
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Abbildung 5.7: Darstellung der Vernetzung 7Ty

Die feineren Vernetzungen erhalten wir, indem wir jeweils alle Dreiecke vierteln, d.h. wir
halbieren alle Dreiecksseiten. Als zweite Vernetzung entsteht somit das folgende Netz.

cO oK

prevte o

Abbildung 5.8: Darstellung der Vernetzung 7,

Zuerst 16sen wir die FE-Gleichungssysteme mittels des Cholesky—Verfahrens. Die Stei

gkeitsmatrizen werden dafiir in der Speicherform ,,variable Bandweite spaltenweise“
abgespeichert. In der Tabelle 5.1 sind der Speicherplatzbedarf und die bendtigten
CPU-Zeiten fiir die Cholesky—Zerlegung sowie fiir das Vorwérts— und Riickwérts
einsetzen zusammengestellt.

Anzahl der Unbekannten 133 482 1828 7112
Speicherplatzbedarf 13.66 kB | 92.00 kB | 661.61 kB | 5039.52 kB
CPU-Zeit fir die Zerlegung 0.01 s 0.33 s 4.18 s 60.31 s

CPU-Zeit fiir das Vorwarts—

und Riickwartseinsetzen

0.01 s 0.05 s 0.38 s 297 s

Tabelle 5.1: Rechenzeit und Speicherplatzbedarf beim Cholesky—Verfahren
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Aus dieser Tabelle kénnen wir ablesen, dafl bei jeweiliger Halbierung des Diskretisie
rungsparameters

— sich die Anzahl der Unbekannten etwa vervierfacht, d.h. wie A= verhilt,
— der Speicherplatzbedarf sich wie A=* (N'*) verhilt, d.h. mit dem Faktor 8 wichst,

— die benstigte CPU-Zeit fiir die Zerlegung ungefihr wie h=* (N?) wéachst, d.h. um
das 16fache zunimmt,

— die benétigte CPU-Zeit fiir das Vorwirts— und Riickwértseinsetzen wie h™3 (N13)
ansteigt, d.h. sich verachttfacht.

Somit bestétigen die erzielten Resultate die im Abschnitt 5.1 getroffenen theoretischen
Aussagen hinsichtlich Speicherplatzbedarf und arithmetischem Aufwand des Cholesky—
Verfahrens.

Im weiteren untersuchen wir verschiedene Iterationsverfahren. Bei allen Iterationsver
fahren wurde als Startvektor der Vektor ui) [500,500, ... ,500]7 verwendet. Die
Iteration wurde beendet wenn das Abbruchkriterium H[ H < ¢ HE(O)H mit dem

Defekt r(¥) = [&4u f fiir ¢ = 10~ erfiillt war.
Da bei allen untersuchten Iterationsverfahren die Stei gkeitsmatrizen in der Speicher
form ,, Kompaktliste zeilenweise* abgespeichert werden kénnen, verhéalt sichyder Spei

cherplatzbedarf wie A=2, d.h. der Speicherplatzbedarf ist proportlonézu\) hl der

Unbekannten des zu losenden Gleichungssystems.

Wir betrachten zunachst zwei klassische Iteratl 5@9&\? Jacobi—Verfahren und

das Gaufl—Seidel Verfahren. Beim Jac

@%lgende Ressourcen an
Speicherplatz und CPU- Z%lt(@m A

Anz feNNzkannten ’L ‘ 482
Pﬁgﬂl})latzb 7.08 kB 26.87 kB

Anzahl der du ?gefuhrten Iterationen 58226 226747
CPU-Zeit fir die durchgefithrten Iterationen | 250.90 s 3841.70 s

Tabelle 5.2: Rechenzeit und Speicherplatzbedarf beim Jacobi—Verfahren

Die Anwendung des Gaufi—Seidel-Verfahrens erforderte die in der Tabelle 5.3 angege
benen Rechenzeiten und Speicherplétze.

Anzahl der Unbekannten 133 482
Speicherplatzbedart 7.08 kB 26.87 kB
Anzahl der durchgefithrten Iterationen 29269 114319
CPU-Zeit fir die durchgefithrten Iterationen | 133.08 s 1990.88 s

Tabelle 5.3: Rechenzeit und Speicherplatzbedart beim Gaufi—Seidel-Verfahren

Bei beiden Verfahren wichst die Anzahl an notwendigen Iterationen bei einem vorgege
benen ¢ wie h™?Ine™! (N1ne™t), d.h. sie vervierfacht sich. Da der Aufwand an arith
metischen Operationen pro Iterationsschritt sich wie h=% (N) verhilt, wichst somit
der Gesamtaufwand an arithmetischen Operationen wie h=*Ine™ (N?Ine™!), d.h. mit
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dem Faktor 16. Die Tabellen 5.2 und 5.3 zeigen, daf} tatséchlich die ben6tigte CPU-Zeit
um das 16fache anwéachst. Offenbar konvergieren sowohl das Jacobi—Verfahren als auch
das GauBl—Seidel-Verfahren nur sehr langsam. Damit sind diese Verfahren als eigen
standige Algorithmen zur Losung der FE-Gleichungssysteme unbrauchbar. Héatten wir
namlich beispielsweise das FE-Gleichungssystem mit 7112 Unbekannten mittels des
GauB-Seidel-Vertahrens gelost, dann wéare eine CPU-Zeit von etwa 124 Stunden, also
von rund 5 Tagen, notwendig gewesen.

Als néchsten Algorithmus untersuchen wir die Methode der konjugierten Gradienten
ohne Vorkonditionierung (CG—Verfahren). Theoretisch miifite sich die Iterationszahl
bei einem vorgegebenem & wie h™! Ine~! verhalten, d.h. sich jeweils verdoppeln. In der
Tabelle 5.4 ist ersichtlich, daf sich zunéchst die Iterationszahl um das 3.5fache, dann
um das 3.1fache und schlieilich um das 2.8fache erhéht. Man kann erwarten, daf sich
bei weiteren Netzverfeinerungen tatsidchlich das theoretisch ermittelte Wachstum der
[terationszahl einstellt. Auch beim CG—Vertahren ist der Autwand an arithmetischen
Operationen pro Iterationsschritt proportional zur Anzahl der Unbekannten, d.h. er
verhilt sich wie 272 (N). Asymptotisch nimmt also der Gesamtaufwand an arithme
tischen Operationen wie h=*Ine™ (N Ine™!) zu. Zusétzlich zu den Speicherplitzen
fiir das FE-Gleichungssystem werden beim CG—Verfahren noch drei Hilfsvektoren der
Lange N benétigt.

Py

Anzahl der Unbekannten 133 482 1828
Speicherplatzbedart 9.16 kB | 34.40 kB 13‘@ k@QZ‘Z.ZM kB
Anzahl der durchgefithrten

S
Iterationen 125 N(}l‘g 1 % 3871
. fur{igﬁuﬁcﬁoq‘%rl ‘3_5.@;‘ 3—7?675 s | 1016.23 s

gefuhr{ei (@a

-
P (F elle 5.4: R@eagnd Speicherplatzbedart beim CG—Verfahren

Eine Reduzierung der notwendigen Anzahl an Iterationen und damit auch ein Rechen
zeitgewinn wird bereits durch die einfache Vorkonditionierung mit der Hauptdiagonale
der Systemmatrix erreicht (siehe Tabelle 5.5).

Anzahl der Unbekannten 133 482 1828 7112
Speicherplatzbedart 9.16 kB | 34.40 kB | 132.95 kB | 522.44 kB
Anzahl der durchgefithrten

. 34 71 146 291
Iterationen

CPU-Zeit fir die durch

gefiithrten Iterationen

0.22 s 1.15 s 8.95 s 84.64 s

Tabelle 5.5: Rechenzeit und Speicherplatzbedarf beim DIAG-PCCG—Verfahren

Aus der Tabelle 5.5 wird deutlich, daf} die Iterationszahl wie A= Ine™! wichst. Daraus
resultiert ein Anwachsen der Anzahl an notwendigen arithmetischen Operationen wie
h=2Ine™!, was sich in der Zunahme der CPU-Zeit um das 8fache widerspiegelt.
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Die Tabelle 5.11 zeigt, dal das Cholesky—Verfahren fiir Gleichungssysteme mit wenigen
Unbekannten beziiglich der benétigten CPU-Zeit am effektivsten ist. Zur Losung von
grofidimensionierten Gleichungsystemen sollten nur Mehrgittervertahren oder PCCG—
Verfahren eingesetzt werden. Dabei sind die Mehrgitterverfahren und die MG(m)-
PCCG—Verfahren die effektivsten Verfahren, da bei ihnen die Iterationszahl unabhéngig
vom Diskretisierungsparameter ist.

In der Abbildung 5.9 ist der Niveaulinienverlauf des berechneten Temperaturfeldes
dargestellt.

Uk
—\e .CO-
Abbildung 5.9: Darstellué des Ni @ﬁ@;ﬁ:ﬁ' es, Temperaturfeldes
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