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�� KAPITEL �� EINFUHRUNG

��� Zur Geschichte der FEM

� Vorgeschichte

In der Arbeit ���� beschreibt Schellbach die L�osung eines Minimal��achenproblems�
Bei einem solchen Problem wird die kleinste Fl�ache gesucht� deren �au�erer Rand eine im
Raum gegebene geschlossene Kurve ist� Der von Schellbach beschriebene L�osungs�
weg beinhaltet Teilschritte� wie sie f�ur die Finite�Elemente�Methode charakteristisch
sind� Seine Vorgehensweise kann als FEM mit linearen Dreieckselementen auf einem
regelm�a�igen Gitter interpretiert werden �siehe auch Abschnitt �����	�

Weiterhin z�ahlen die Arbeiten von Ritz und Galerkin zur Vorgeschichte der Finite�
Elemente�Methode� Die FEM ist n�amlich ein spezielles Ritz� bzw� Galerkin�Verfahren
�siehe auch die Abschnitte ��� und ���	�

�� W� Ritz ������ siehe auch ���	

Es ist ein Funktional J�u	 zu minimieren� wobei u alle zul�assigen Funktionen durch�
l�auft� z�B� 

Gesucht ist die Funktion u��x	 aus der Menge aller �uber dem Intervall ��� �� stetig
di�erenzierbaren Funktionen u�x	 mit u��	 � u��	 � �� die das Funktional

J�u	 �

�Z
�

��u��x		� � sin�xu�x	� dx ����	

minimiert�

Eine N�aherungsl�osung f�ur u� wird beim Ritzschen Verfahren auf die folgende Weise
bestimmt Man w�ahlt ein System linear unabh�angiger Funktionen 	i�x	� i �
�� �� � � � � n� und setzt den Ausdruck

u�n��x	 �
nX
i��

ui	i�x	 ����	

mit beliebigen reellen Zahlen ui in das Funktional J�u	 ein� Damit h�angt das
Funktional nur von diesen reellen Zahlen ab� Das Minimum des Funktionals �uber
allen Funktionen� die sich gem�a� der Beziehung ����	 darstellen lassen� kann somit
aus den Gleichungen

�J�u�n�	

�u�
� � �

�J�u�n�	

�u�
� � � � � � �

�J�u�n�	

�un
� �

ermittelt werden� Die G�ute der N�aherung u�n� f�ur die Funktion u� h�angt von n ab�

Zur Bestimmung einer N�aherung f�ur das Minimum des Funktionals ����	 kann man
beispielsweise

	i�x	 � �� � x	xi ����	

w�ahlen�

�� Galerkin �����	

Betrachtet wird eine Randwertaufgabe� z�B� Gesucht ist die zweimal stetig di�e�
renzierbare Funktion u�x	� f�ur die

�u���x	 � f�x	 f�ur alle x � ��� �	 und u��	 � u��	 � �
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���� BEISPIELE ��

Gesucht ist das elektrische Potential 	�x�� x�	� so da�

��	 � � f�ur alle x � �

	 � g�� f�ur alle x � ���

	 � � f�ur alle x � �� n ���

gilt�

Die Abbildung ��� zeigt die �Aquipotentiallinien des elektrischen Potentials�

����� Berechnung elektromagnetischer Felder

Den Ausgangspunkt zur Aufstellung des mathematischen Modells bildet die Maxwell

sche Gleichung

rot �H � �S � ����	

wobei �H die magnetische Feldst�arke und �S die Stromdichte bezeichnen �siehe auch

����	� Weiterhin f�uhren wir das Vektorpotential �A ein� das durch die Gleichungen

rot �A � �B �����	

und

div �A � � �����	

de�niert ist� Hierbei ist �B die magnetische Induktion� Der Zusammenhang zwischen
der magnetischen Induktion �B und der magnetischen Feldst�arke �H ist durch

�B � ���r� �H ! �H�	 �����	

mit der magnetischen Feldkonstante �� und der materialabh�angigen Permeabilit�atszahl
�r gegeben� F�ur die nicht permanentmagnetischen Materialien wird �H� � �� voraus�
gesetzt� Bei Permanentmagneten bezeichnet � �H� die magnetische Feldst�arke� bei der
die Induktion verschwindet �siehe auch ����	� Besteht f�ur den Permanentmagneten ein

linearer Zusammenhang zwischen �B und �H�

�B � ���r �H ! �J� � �����	

so ist

�H� � ����r	
�� �J� � �����	

wobei �J� die Permanentmagnetisierung bezeichnet� F�ur nicht ferromagnetische Mate�
rialien ist die relative Permeabilit�atszahl �r eine Konstante� und f�ur Ferromagnetika
besteht bei Vernachl�assigung der Hysterese ein eineindeutiger Zusammenhang zwischen
�B und �H � so da� sich �r als

�r � �r�j �Bj	 �����	

aufschreiben l�a�t�
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� KAPITEL �� EINFUHRUNG

Der Querschnitt ist konstant in x��Richtung� Au�erdem wirkt die Kraft F in Ebenen
senkrecht zur x��Achse� und sie ist unabh�angig von der x��Richtung� Deshalb k�onnen
wir annehmen� da�

�u�
�x�

�
�u�
�x�

� u� � � �����	

gilt und folglich ist

��� � ��� � ��� � � �

Unter Beachtung der Beziehung �����	 erhalten wir aus der Randwertaufgabe �����	
das folgende ebene lineare Elastizit�atsproblem �ebener Verzerrungszustand	 

Gesucht ist das Verschiebungsfeld �u�x	 � �u��x	� u��x		T � f�ur das

��e

�
��u�
�x��

!
��u�
�x��

�
� ��e ! �e	

�

�x�

�
�u�
�x�

!
�u�
�x�

�
� � f�ur alle x � �

��e

�
��u�
�x��

!
��u�
�x��

�
� ��e ! �e	

�

�x�

�
�u�
�x�

!
�u�
�x�

�
� � f�ur alle x � �

�u�x	 � �� f�ur alle x � ��

���n� ! ���n� � � f�ur alle x � ��

���n� ! ���n� � g�� f�ur alle x � ��

�����	

gilt� In unserem Beispiel ist E � ��� 
 ���� Nm�� � � � ��� und

g�� �

�		
		�
F � � ��
 x� � � 
 ��	 Nm�� auf der Oberseite des Tr�agers

�x� � ����� ����� � x� � ����	

� Nm�� sonst�

Als zweites Beispiel betrachten wir ein dickwandiges Rohr unter Innendruck� Der
Querschnitt des Rohres ist in der Abbildung ��� dargestellt� Auf Grund der Rotati�
onssymmetrie des Rohres ist es sinnvoll� zur Bestimmung des Verschiebungsfeldes die
Randwertaufgabe der linearen Elastizit�atstheorie in Zylinderkoordinaten �r� 	� z	 zu
formulieren�

In diesem Koordinatensystem sind die Komponenten des Verzerrungstensors durch die
Beziehungen

�rr �
�ur
�r

� ��� �
�

r

�
�u�
�	

! ur

�
� �zz �

�uz
�z

�

�����	

�r� �
�

�

�
�

r

�ur
�	

!
�u�
�r

�
�

r
u�

�
� �rz �

�

�

�
�ur
�z

!
�uz
�r

�
� ��z �

�

�

�
�u�
�z

!
�

r

�uz
�	

�
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�� KAPITEL �� MODELLIERUNG AM BEISPIEL VON TEMPERATURFELDERN

� �Ubergang zur dierentiellen Form

Multiplizieren wir die Gleichung �����	 mit ����t�x	 und lassen �x sowie �t gegen
Null streben� dann erhalten wir bei glatten Eingangsdaten �z�B� homogenes Material�
stetig verteilte W�armequelle� siehe auch die Voraussetzungen ����		 die di�erentielle
Form der instation�aren W�armeleitgleichung�

Gesucht ist u�x� t	 � C����QT 	 � C�QT 	 � so da�

c�x� t	 
�x� t	
�u

�t
�

�

�x

�
��x� t	

�u

�x

�
! �q�x� t	u�x� t	 � f�x� t	 ! �q�x� t	uA�x� t	 �����	

f�ur alle �x� t	 � QT

gilt und die Randbedingungen �z�B� �� Art	

u�a� t	 � ga�t	

u�b� t	 � gb�t	

�
f�ur alle t � ��� T �

sowie die Anfangsbedingung

u�x� �	 � u��x	 f�ur alle x � �a� b	

erf�ullt werden�

�

�

x

t

QT

�

T

a b

Abbildung ���� Raum�Zeit�Zylinder QT � �a� b	� ��� T 	

Bemerkung ��� Der Raum C����QT 	 umfa�t alle Funktionen� die zweimal stetig dif�
ferenzierbar bez�uglich des Ortes x � �a� b	 und einmal stetig di�erenzierbar bez�uglich
der Zeit t � ��� T 	 sind�

Bemerkung ��� Analog zu der station�aren W�armeleitgleichung k�onnen auch bei der
instation�aren W�armeleitgleichung Randbegingungen �� Art oder �� Art bzw� gemischte
Randbedingungen gestellt werden�

Bemerkung ���� F�ur die Existenz einer klassischen L�osung� d�h� L�osung der Auf�
gabe �����	� ist die Kompatibilit�at zwischen der Anfangsbedingung und den Randbe�
dingungen notwendig� d�h�

lim
t���

ga�t	 � u��a	 � lim
t���

gb�t	 � u��b	
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� KAPITEL �� GRUNDPRINZIPIEN DER FINITE�ELEMENTE�METHODE� EIN �D�BEISPIEL

�
x

�u

�

a
k

x�

b
k

xn

x� x� xi�� xi xi�� xn��

	��x	

�
x

�u

�

a
k

x�

b
k

xn

x� x� xi�� xi xi�� xn��

	i�x	

�
x

�u

�

a
k

x�

b
k

xn

x� x� xi�� xi xi�� xn��

	n�x	

Abbildung ��� St�uckweise lineare Funktionen 	i�x	

F�ur die Funktionen 	i�x	� i � �� �� � � � � n� �� gilt

�i�x� �

�									
									�

� a � x � xi��

x� xi��
h

xi�� 
 x � xi

�x � xi��
h

xi 
 x � xi��

� xi�� 
 x � b

����	

und f�ur die Funktion 	��x	 bzw� 	n�x	

���x� �

�	
	� �x� x�
h

a 
 x � x�

� x� 
 x � b
� �n�x� �

�	
	�
� a � x � xn��

x� xn��
h

xn�� 
 x � b
	 ����	
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� KAPITEL �� GRUNDPRINZIPIEN DER FINITE�ELEMENTE�METHODE� EIN �D�BEISPIEL

Die Matrizen K�i�� i � �� �� � � � � n�

K�i� �

�� K
�i�
�� K

�i�
��

K
�i�
�� K

�i�
��

�A

�

�BBBBBBBB�

xiZ
xi��

	�i���x		�i���x	 dx

xiZ
xi��

	�i�x		�i���x	 dx

xiZ
xi��

	�i���x		�i�x	 dx

xiZ
xi��

	�i�x		�i�x	 dx

�CCCCCCCCA
�

�����	

werden als Elementstei	gkeitsmatrizen bezeichnet�

Auf analoge Weise erhalten wir f�ur die rechte Seite

bZ
a

f�x	 vh�x	 dx �
nX
i��

xiZ
xi��

f�x	 vh�x	 dx

�
nX
i��

xiZ
xi��

f�x	 �vi��	i���x	 ! vi	i�x		 dx

�
nX
i��

�vi�� vi	f
�i�

����	

Die Elementlastvektoren f �i�� i � �� �� � � � � n� sind durch die Beziehung

f �i� �

�BBBBBBBB�

xiZ
xi��

f�x		i���x	 dx

xiZ
xi��

f�x		i�x	 dx

�CCCCCCCCA
� �����	

de�niert�

� Assemblierung des FEM
Gleichungssystems� d�h� Zusammensetzen der Elementstei�
�gkeitsmatrizen und Elementlastvektoren zur globalen Stei�gkeitsmatrix bzw� zum
globalen Lastvektor�

Wir schreiben die Beziehungen �����	 und ����	 nochmals ausf�uhrlich auf� Es gilt

bZ
a

u�h�x	 v�h�x	 dx �
nX
i��

�vi�� vi	K
�i�

�
ui��
ui

�
� �vTh �Kh�uh �
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���� DER ELEMENTWEISE AUFBAU DER STEIFIGKEITSMATRIX UND DES LASTVEKTORS �

Der Einbau von K��� und f ��� liefert

�BBBBBBBBBBBBBB�

K
���
�� K

���
�� � � 
 
 
 �

K
���
�� K

���
�� ! K

���
�� K

���
�� � 
 
 
 �

� K
���
�� K

���
�� � 
 
 
 �

� � � � 
 
 
 �

���
���

���
���

� � �
���

� � � � 
 
 
 �

�CCCCCCCCCCCCCCA
und

�BBBBBBBBBBBBBB�

f
���
�

f
���
� ! f

���
�

f
���
�

�

���

�

�CCCCCCCCCCCCCCA
�

Nach der Assemblierung aller K�i� bzw� f �i�� i � �� �� � � � n� entstehen die globale
Stei�gkeitsmatrix

�Kh �

�BBBBBBBBBBBBBBBBB�

K
���
�� K

���
�� � � � � � � �

K
���
�� K

���
�� �K

���
�� K

���
�� � � � � � �

� K
���
�� K

���
�� �K

���
�� K

���
�� � � � � �

���
� � �

� � �
� � �

� � �
� � �

���

� � � � � K
�n���
�� K

�n���
�� �K

�n���
�� K

�n���
�� �

� � � � � � K
�n���
�� K

�n���
�� �K

�n�
�� K

�n�
��

� � � � � � � K
�n�
�� K

�n�
��

�CCCCCCCCCCCCCCCCCA
sowie der globale Lastvektor

�f
h
�

�BBBBBBBBBBBBBBBBB�

f
���
�

f
���
� �f

���
�

f
���
� �f

���
�

���

f
�n���
� �f

�n���
�

f
�n���
� �f

�n�
�

f
�n�
�

�CCCCCCCCCCCCCCCCCA

�

wobei die Randbedingungen noch nicht ber�ucksichtigt sind�

� Einbau der Randbedingungen

Im Beispiel aus dem Abschnitt ��� sind die folgenden Randbedingungen vorgegeben 

�a	 Randbedingungen �� Art bei x � a  u�a	 � ga

�b	 Randbedingungen �� Art bei x � b  �u��b	 � �b�u�b	� gb	
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� KAPITEL �� GRUNDPRINZIPIEN DER FINITE�ELEMENTE�METHODE� EIN �D�BEISPIEL

Die folgenden Normen sind interessant 

�� C�Norm k � kC

ku� uhkC  � max
x��a�b�

ju�x	� uh�x	j

�� L��Norm k � k� � k � k�����a�b�

ku� uhk�  �

vuuut bZ
a

�u�x	� uh�x		� dx

�� H��Norm k � k� � k � k�����a�b�

ku� uhk�  �

vuuut bZ
a

h
�u�x	� uh�x		� ! ��u�x	� uh�x		�	�

i
dx

Falls u � Vg quadratisch integrierbare Ableitungen bis zur Ordnung k ! � �zumin�
dest elementweise	 besitzt� d�h� wenn u�� u��� � � �� u�k��� � L��xj��� xj	 gilt� und �nite
Elemente p�ter Ordnung �p � � linear� p � � quadratisch� p � � kubisch	 verwendet
werden� dann erhalten wir folgende Diskretisierungsfehlerabsch�atzungen 

ku� uhks � cs h
minfk�pg���s � s � �� �

�����	

ku� uhkC � c� hminfk�pg���	 �

Dabei sind cs und c� nichtnegative Konstanten� die von der exakten L�osung u abh�angen
und vom Diskretisierungsparameter h unabh�angig sind �siehe auch ���� ���	�

Bemerkung ��� Um derartige Fehlerabsch�atzungen beweisen zu k�onnen� m�ussen
wir voraussetzen� da� die Bilinearform a��� �	 V��elliptisch und V��beschr�ankt ist� d�h� 

Es existiert ein ��  �  a�v� v	 � ��kvk�� f�ur alle v � V� und

es existiert ein ��  �  ja�u� v	j � ��kuk�kvk� f�ur alle u� v � V��
�����	

Im weiteren wollen wir die Absch�atzung �����	 f�ur s � � �k � k�	� p � � �lineare
Ansatzfunktionen	 und die Modellaufgabe

�u���x	 � f�x	 in ��� �	

u��	 � g�

u���	 � �

�����	

beweisen�
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���� ZWEI ANWENDUNGSBEISPIELE ��

��	Z
�

��u��x	v��x	 dx !

�Z
��	

���u��x	v��x	 dx � ��u�����	v����	 ! ��u���	v��	

� ���u���	v��	 ! ���u�����	v����	 � � �

Beachten wir noch die Interfacebedingung ���u������ �	 � ����u����� ! �	 sowie die
Bedingung v��	 � v��	 � � � so erhalten wir die Variationsformulierung 

Gesucht ist u�x	 � Vg � fu�x	 � H���� �	  u��	 � � � u��	 � ��g � so da�

�Z
�

��x	u��x	v��x	 dx � � f�ur alle v � V� � fv�x	 � H���� �	  v��	 � v��	 � �g

�����	
mit

��x	 �

�
�� f�ur x � ���

��� f�ur x  ���

gilt�

Diese Variationsformulierung ist der Ausgangspunkt einer Finite�Elemente�Diskretisie�
rung� Zur Demonstration des Algorithmus der Methode der �niten Elemente zerlegen
wir das Intervall ��� �	 in � Teilintervalle� Um auch den Fall einer nicht �aquidistanten
Unterteilung erl�autern zu k�onnen� w�ahlen wir die folgende Zerlegung 

��� �� �
��
i��

�xi��� xi� �����	

mit

�x�� x�	 � ��� ���	 � �x�� x�	 � ����� ���	 � �x�� x�	 � ����� ���	 � �x�� x�	 � ����� �	 �

Wesentlich ist dabei� da� die Materialgrenze� d�h� der Punkt� in dem die Interface�
bedingung gegeben ist� als Knoten und damit als End� bzw� Anfangspunkt zweier
Teilintervalle gew�ahlt wird�
Wir wissen� da� die L�osung des Randwertproblems linear in den Teilgebieten �� �
��� ���	 und �� � ����� �	 ist� Deshalb w�urde bereits bei einer FE�Diskretisierung
mit den zwei �niten Elementen ��� ���	 und ����� �	 sowie st�uckweise linearen Ansatz�
funktionen die L�osung des Randwertproblems exakt approximiert� Wir w�ahlen die
obenbeschriebene Diskretisierung nur� um den FE�Algorithmus nochmals ausf�uhrlich
demonstrieren zu k�onnen�

Die st�uckweise linearen Ansatzfunktionen sind durch

	i�x	 �

�													
													�

� x � xi��

x� xi��
xi � xi��

xi�� � x � xi

�
x� xi��
xi�� � xi

xi � x � xi��

� xi�� � x

�����	
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�� KAPITEL �� GRUNDPRINZIPIEN DER FINITE�ELEMENTE�METHODE� EIN �D�BEISPIEL

Bei der FE�Diskretisierung der Aufgabe ����	 wollen wir die im Abschnitt ��� de��
nierten st�uckweise quadratischen Ansatzfunktionen nutzen� Wir zerlegen zuerst das
Intervall ��� �	 in � gleichgro�e Teilintervalle� d�h�

��� �� �
�S

i��
�xi��� xi� mit �x�� x�	 � ��� �

�
	 � �x�� x�	 � ��

�
� �
�
	 und �x�� x�	 � ��

�
� �	 �

r r r

x� x� x� x�

p� p� p� p� p� p	 p


globale Knotennummern 

� � � � � � 

lokale Knotennummern 

� � �
� � �

� � �

Abbildung ���� Zerlegung des Intervalls ��� �	 und die Zuordnung zwischen globaler
und lokaler Knotennumerierung

Die st�uckweise quadratischen Ansatzfunktionen 	j�x	� j � �� �� � � � � de�nieren wir�
indem wir die auf dem Basiselement b� � ��� �	 de�nierten Formfunktionen �siehe
Abschnitt ���	 auf das jeweilige Element transformieren� Dazu verwenden wir die
Transformationsvorschrift

��x	 �
x� xi��
xi � xi��

�
�

hi
�x� xi��	 � x��	 � hi� ! xi��

und die Formfunktionen

b*���	 � ��� � �� ! � � b*���	 � � ��� ! �� b*���	 � ��� � � �

Wir erhalten

	��x	 �

�	
	�
b*����x		 � b*��

�
h�

�x		 f�ur � � x � �
�

� f�ur �
� � x

	�i�x	 �

�									
									�

� f�ur x � xi��

b*��
�
hi

�x� xi��		 f�ur xi�� � x � xi

b*��
�

hi��
�x� xi		 f�ur xi � x � xi��

� f�ur xi�� � x

� i � �� �
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�� KAPITEL �� GRUNDPRINZIPIEN DER FINITE�ELEMENTE�METHODE� EIN �D�BEISPIEL

� �� Variante� p � ��� �� Elemente mit linearen Ansatzfunktionen� wobei ��� �� �
��� ����� ����� ����� ����� ������ ������ ����� ����� ������� ������� ������ ������ �������
������� ������ � ������� ������� � �������� ��

�

�

� x

�
u

�

�� Variante

�

�

� x

�
u

�

�� Variante

Abbildung ���� FE�Diskretisierungen mit gleichm�a�iger und lokaler Netzverfeinerung

Eine weitere M�oglichkeit zur Anpassung der FE�Diskretisierung an das L�osungsverhal�
ten ist die Erh�ohung des Polynomgrades der Ansatzfunktionen� Die folgende Diskre�
tisierung zeigt� da� auf diese Weise ebenfalls eine N�aherungsl�osung mit einem kleinen
Diskretisierungsfehler erzeugt werden kann�

� �� Variante� p � ��� Element ��� ���� mit linearen Ansatzfunktionen� Elemente
����� ����� ����� ���� und ���������� mit quadratischen Ansatzfunktionen sowie das Ele�
ment ������ �� mit kubischen Ansatzfunktionen

�

�

q q q q q
� x

�
u

�

�� Variante

Abbildung ���� FE�Diskretisierung mit linearen� quadratischen und kubischenAnsatz�
funktionen
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���� GALERKIN�RITZ�FEM ���


���� FEM � Ritz	Galerkin	Verfahren mit speziellen Ansatzfunktionen

Die grundlegende Idee� Ansatzfunktionen �Testfunktionen	 pi � pi�x	 mit lokalem
Tr�ager ��nite Funktionen	 im Ritz� bzw� Galerkin�Verfahren zu verwenden� stammt
von R� Courant ������ ����	 und wurde Mitte der ��er Jahre von Ingenieuren �z�B�
von Turner ���� ����	 neu entdeckt�

Bei der Finite�Elemente�Methode wird das Gebiet � in


kleine�� nicht�uberlappende

Teilgebiete ��r� �Dreiecke oder Vierecke	 zerlegt� Die Eckpunkte dieser Teilgebiete
bezeichnen wir als Knoten� Als Ansatzfunktionen w�ahlen wir Funktionen� die nur
�uber sehr wenigen Dreiecken bzw� Vierecken von Null verschieden sind� Eine derartige
Ansatzfunktion ist in der Abbildung ��� dargestellt�

s

pi�x	

�

A
A
A
A
A
AK

Tr�ager

supp�pi	  
s

� �h

�

xi � Knoten der zur Ansatzfunk�
tion pi�x	



geh�ort�

pi�xj	 � �ij

� Knotenbasis	

h � Diskretisierungsparameter

Abbildung ��� Darstellung einer Ansatzfunktion mit lokalem Tr�ager

Unter Verwendung derartiger Ansatzfunktionen wird die N�aherungsl�osung in der Form

uh�x	 �
X
i�	h

uipi�x	 � Vh

gesucht� Dabei ist uh�x	 eine stetige� aber keine stetig di�erenzierbare Funktion� Bei
einer Knotenbasis gilt

uh�xi	 � ui

f�ur alle Knoten xi � ��
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���� FEM MIT LINEAREN DREIECKSELEMENTEN ���

� Vermeidung zu spitzer und zu stumpfer Dreiecke� insbesondere von Dreiecken der
Gestalt

����
����

���������

u u
u

Abbildung ���� Dreieck mit einem sehr stumpfen Innenwinkel

� Generierung einer regul�aren Triangularisierung� d�h�

f�ur alle r � Rh und f�ur alle Diskreti�
sierungsschrittweiten h existieren Kon�
stanten �� und �� mit ��  � und
��  �� so da�

��h � h
�r�
� � h

�r�
� � h

�r�
� � h

� � �� � �
�r�
� � �

�r�
� � �

�r�
� � � � ��

�
�r�
�

�
�r�
�

�
�r�
�

P
�r�
�

P
�r�
�

P
�r�
�

h
�r�
�

h
�r�
�

h
�r�
�

Abbildung ���� Darstellung eines Dreiecks einer regul�aren Vernetzung

Die Vernetzung des Gebietes � wird bei der algorithmischen Realisierung durch die
Festlegung einer globalen und einer lokalen Numerierung einschlie�lich deren Verkn�up

fung beschrieben�

global Numerierung aller Knoten und Elemente

�h � f�� �� � � � � �Nhg � �Nh die Anzahl der Knoten

Rh � f�� �� � � � � Rhg � Rh die Anzahl der Elemente

Festlegung der Knotenkoordinaten xi � �x��i� x��i	 �

i � �� �� � � � � �Nh

lokal Numerierung der Knoten in jedem Dreieck

��rs

s

s
P

�r�
�

P
�r�
�

P
�r�
�

Knotenkoordinaten der Knoten P �r�
�  

x�r�� � �x�r����� x
�r�
���	

� � A � A�r� � f�� �� �g

Abbildung ���� Lokale Knotennumerierung eines Dreiecks

Verkn�upfung Festlegung der Zuordnungsvorschrift zwischen lokaler und globaler
Knotennumerierung f�ur jedes Dreieck ��r� � r � Rh

r  � � i � i�r� �	 � � � A�r� � i � �h
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��� KAPITEL �� FEM FUR MEHRDIMENSIONALE RANDWERTPROBLEME �� ORDNUNG
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Abbildung ��� Beispiel einer Vernetzung mit Numerierung der Knoten und Elemente
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���� FEM MIT LINEAREN DREIECKSELEMENTEN ���

Alle FE�Programme ben�otigen deshalb mindestens die folgenden zwei Felder� deren
Aufbau wir am Beispiel der in der Abbildung ��� dargestellten Vernetzung des Gebie�
tes � �siehe das Beispiel im Abschnitt ���	 erl�autern�

� r  � � i � r � Rh � � � A�r� � A � i � �h

globale Knotennummern der lokalen KnotenElement�
nummer P

�r�
� P

�r�
� P

�r�
�

Elementkennzahl
z�B� Material�
bereichsnummer

� � �� �� �
� � �� �� �
���

���
���

���
���

� ��  �� �
�� � �� � �
���

���
���

���
���

Rh � ��� �� �� �� �

Tabelle ��� Zuordnungstabelle zwischen lokaler und globaler Knotennumerierung

� i  �x��i� x��i	

i � � � 
 
 
 �Nh � ��

x��i ��� ��� ��� 
 
 
 ��

x��i ��� ��� �� 
 
 
 ���

Tabelle ��� Tabelle der Knotenkoordinaten

Bemerkung 
��� Weitere Felder zur Charakterisierung von Knoten sind m�oglich�
z�B� zur Randbeschreibung und zur Randbedingungskodierung�

� Methoden zur Generierung der Netzdaten

�� Erzeugung der Felder f�ur die Zuordnung zwischen der lokalen und der globalen
Knotennumerierung �r  � � i	 und der Knotenkoordinaten �i  �x��i� x��i		
von



Hand��

�� Halbautomatische Erzeugung der Daten� d�h� zum Beispiel Zerlegung des Gebietes
� in Teilgebiete� F�ur die Vernetzung der Teilgebiete werden in Programmbiblio�
theken vorhandene Vernetzungen von Standardgebieten genutzt� Die Vernetzungen
der Standardgebiete werden auf die konkreten Teilgebiete abgebildet� Hierbei mu�
beachtet werden� da� die gesamte Vernetzung des Gebietes � eine zul�assige Ver�
netzung ist�
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���� FEM MIT LINEAREN DREIECKSELEMENTEN ���


�
�� Aufbau des FE	Gleichungssystems

Wir beschreiben im weiteren den elementweisen Aufbau des Finite�Elemente�Glei�
chungssystems� d�h� des Ritz�Galerkin�Systems �siehe auch Abschnitt ���	 

Gesucht ist uh � R
Nh � so da�

Khuh � f
h

�����	

mit

Kh � �a�pi� pk	�i�k�	h

f
h

� �hF� pki �
X
i�
h

u��ia�pi� pk	�k�	h

gilt� wobei die Bilinearform a��� �	 und die Linearform hF� �i wie folgt de�niert sind  

a�pi� pk	 �
Z
�

�
��

�pi
�x�

�pk
�x�

! ��
�pi
�x�

�pk
�x�

�
dx !

Z
��

��x	pi�x	pk�x	 ds

hF� pki �
Z
�

f�x	pk�x	 dx !
Z
��

g��x	pk�x	 ds !
Z
��

��x	g��x	pk�x	 ds�

Zuerst generieren wir eine Stei�gkeitsmatrix und einen Lastvektor� in denen die Rand�
terme noch nicht ber�ucksichtigt sind�

Aufbau des FE	Gleichungssystems ohne Ber�ucksichtigung der Randbedin�
gungen

Beim Aufbau des FE�Gleichungssystems ohne Ber�ucksichtigung der Randbedingungen
werden die Matrix �Kh

�Kh � ��a�pi� pk	�i�k�	h �

" Z
�

�
��

�pi
�x�

�pk
�x�

! ��
�pi
�x�

�pk
�x�

�
dx

#
i�k�	h

und die rechte Seite �f
h

�f
h

� �h �F� pki�k�	h �

" Z
�

f�x	pk�x	 dx

#
k�	h

berechnet� Den Ausgangspunkt unserer weiteren �Uberlegungen bilden die Beziehungen

� �Khuh� vh	 � �a�uh� vh	 f�ur alle uh � uh � vh � vh � uh� vh � Vh � uh� vh � R
�Nh

und

� �f
h
� vh	 � h �F� vhi f�ur alle vh � vh � vh � Vh � vh � R

�Nh �
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� � � � � �
 �� �� � � � �� �� �	 � � � ��

�

�

���

�


��

��

���

��

��

�	

���

��

�BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

K
���
�� � � � � � K

���
�� � � � � � K

���
�� � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

���
���

� � �
���

���
���

� � �
���

���
���

� � �
���
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K
���
�� � � � � � K

���
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���
�� � � � � �
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K
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���
�� � � � � �
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Addieren wir die Matrix K���� so folgt

� � � � � �� �� �� � � � �
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�� �K
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���� FEM MIT LINEAREN DREIECKSELEMENTEN ���

Werden auf analoge Weise alle weiteren Elementstei�gkeitsmatrizen eingebaut� dann
entsteht die globale Stei�gkeitsmatrix �Kh ohne Ber�ucksichtigung der Randbedingun�
gen�

F�ur die Assemblierung der rechten Seite �f
h

nutzen wir den gleichen Algorithmus�

d�h� zun�achst setzen wir �f
h

identisch Null� Nach dem Einbau von f ��� erhalten wir

�f
h
�
�
f
���
� � � � � � f

���
� � � � � � f

���
� � � � � �

�T
� � � � � �
 �� �� � � � �� �� �	 � � � ��

und nach der Addition von f ���

�f
h
�
�
f
���
� � f

���
� � � � � � f

���
� � � � � � f

���
� � � � � � f

���
� � f

���
� � � � � �

�T
	

� � � � � �� �� �� � � � �
 �� �� � � � �� �� �	 � � � ��

Die Fortsetzung dieses Assemblierungsprozesses f�ur alle r � �� �� � � � � Rh � liefert den
globalen Lastvektor �f

h
� F�ur das Element �f� gilt z�B�

�f� � f
�����
� ! f

�����
� ! f

�����
� ! f

�����
� ! f

�����
� ! f

���	�
� ! f

���
�
� �

Bemerkung 
��
 Zur Darstellung der Matrix �Kh und der rechten Seite �f
h

k�onnen

auch die Connectivity�Matrizen C�r� genutzt werden� Dabei ist C�r� wie folgt de�niert

C
�r�
ij �

�		
		�
� i globale Knotennummer eines Eckknotens des Dreiecks ��r�

und j die zugeh�orige lokale Knotennummer

� sonst �

i � �� �� � � � � �Nh� j � �� �� �� Damit gilt

�Kh �
X
r�Rh

C�r�K�r��C�r�	T und �f
h

�
X
r�Rh

C�r�f �r� �

Die Matrix C��� hat beispielsweise die Gestalt

�C���	T �

�B� � � 
 
 
 � � � 
 
 
 � � � 
 
 
 �
� � 
 
 
 � � � 
 
 
 � � � 
 
 
 �
� � 
 
 
 � � � 
 
 
 � � � 
 
 
 �

�CA
� � � � � �
 �� �� � � � �� �� �	 � � � ��
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���� FEM MIT LINEAREN DREIECKSELEMENTEN ���

Die Matrizen K�e�� sowie die Vektoren f �e�� und f �e��� e� � �� �� � � � � N ���
h � e� �

�� �� � � � � N ���
h � werden genauso wie die Elementstei�gkeitsmatrizen K�r� und die Ele�

mentlastvektoren f �r� assembliert�

Abschlie�end sind noch die Randbedingungen �� Art in das FE�Gleichungssystem ein�
zuarbeiten�

� Ber�ucksichtigung der Randbedingungen �� Art im FE�Gleichungssystem

�� Variante  Homogenisieren im Diskreten

Wir setzen uj � g��xj	 f�ur alle j � �h � �h n�h � d�h� f�ur alle Indizes j� die zu Knoten
auf dem Rand �� geh�oren� und korrigieren die rechte Seite durch

fi  � fi �
X
j�
h

Kijuj f�ur alle i � �h �

wobei Kij die Matrixelemente der globalen Stei�gkeitsmatrix Kh nach Einbau der Ele�
mentstei�gkeitsmatrizen K�r� und der Matrizen K�e�� sowie fi die Komponenten des
globalen Lastvektors nach Einbau der Elementlastvektoren f �r� und der Vektoren f �e��

bzw� f �e�� sind� Anschlie�end streichen wir die Spalten j� j � �h� und die Zeilen i�
i � �h� aus der Stei�gkeitsmatrix sowie die Zeilen i� i � �h� aus dem Lastvektor�

�� Variante 

Wir gehen analog wie in der Variante � vor� nur anstelle des Streichens der Spalten j
und der Zeilen i mit i� j � �h setzen wir

Kij � �ij �

�
� f�ur i � j
� f�ur i 	� j

sowie fi � g��xi	

f�ur alle i� j � �h�

�� Variante Straftechnik �siehe auch ����	

F�ur alle i � �h setzen wir

Kii  � Kii ! &K � &K � ��p 
 max
j����� ��� � �Nh

jKij j 
 �Nh � p hinreichend gro�

fi  � fi ! &Kg��xi	 �

Zusammenfassung zum Aufbau des FE	Gleichungssystems

�� Triangularisierung des Gebietes �� d�h�

� � �h �
�

r�Rh

���r� bzw� � � �h �
�

r�Rh

���r�
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�� KAPITEL �� FEM FUR MEHRDIMENSIONALE RANDWERTPROBLEME �� ORDNUNG


�
�� Ein Beispiel

Wir betrachten folgendes Randwertproblem 

Gesucht ist das Temperaturfeld u�x	 � C���	 � C��� � ��	 � C��	� so da�

��u � � x � � � ��� �	� ��� �	

u�x�� x�	 � x� x � ��� � fx � ��  x� � � � � � x� � �g

u�x�� x�	 � � x � ��� � fx � ��  � � x� � � � x� � �g

�u

�n
� �x� x � ��� � fx � ��  x� � � � � � x� � �g

�u

�n
� x� x � ��� � fx � ��  � � x� � � � x� � �g

����	

gilt�

�� � ��� � ���

�� � ��� � ���

�� 	��

�� 	��

�

�

	��

�

�

	���

Abbildung ��� Darstellung des Gebietes �

Die exakte L�osung dieser Aufgabe ist u�x�� x�	 � x�x� � denn

�u

�x�
� x� �

��u

�x��
� � �

�u

�x�
� x� �

��u

�x��
� � �

�u

�n
�

�u

�x�
n� !

�u

�x�
n� � �

�u

�x�
� �x� auf ��� �

�u

�n
�

�u

�x�
n� !

�u

�x�
n� �

�u

�x�
� x� auf ��� �
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�� KAPITEL �� FEM FUR MEHRDIMENSIONALE RANDWERTPROBLEME �� ORDNUNG

� Bei Vorhandensein von Randbedingungen �� Art

	 Wieviele Randkanten mit Randbedingungen �� Art (

	 F�ur jede Randkante Eingabe von Anfangsknoten� Endknoten und g� aus der
Randbedingung

kxx
�u

�x
nx ! kyy

�u

�y
ny � g�

� Bei Vorhandensein von Randbedingungen �� Art

	 Wieviele Randkanten mit Randbedingungen �� Art (

	 F�ur jede Randkante Eingabe von Anfangsknoten� Endknoten� k� und g� aus
der Randbedingung

kxx
�u

�x
nx ! kyy

�u

�y
ny ! k�u � k�g�

� Ausgabe der Ergebnisse �uber Drucker �J�N	 (

� Speichern der Ergebnisse auf Diskette �J�N	 (
Falls �J	� Eingabe eines Filenamens

� Ausgabe der Eingangsdaten �J�N	 (

� Falls �J	� Drucken der Eingangsdaten �J�N	 (

Bemerkung 
�� Bei der Anforderung der Eingabe der Randbedingungen ��� ��
bzw� �� Art wird nach einer Option f�ur die Eingabe gefragt� Es stehen zur Verf�ugung 

B � Blockeingabe oder E � Einzeleingabe�

Sind die Randbedingungsdaten �uber mehrere Randkanten gleich� dann ist die Einga�
beform



B� empfehlenswert� da nur der Anfangsknoten der ersten Randkante und der

Endknoten der letzten Randkante sowie die entsprechenden Daten eingegeben werden
m�ussen�
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��� KAPITEL 	� AUFLOSUNG VON FINITE�ELEMENTE�GLEICHUNGSSYSTEMEN

eine Matrix � Vektor�Multiplikation� drei Vektoradditionen und zwei Skalarprodukte
zu berechnen sind� ist der Aufwand an arithmetischen Operationen pro Iterationsschritt
proportional zur Anzahl der Unbekannten N � Damit verh�alt sich der Gesamtaufwand
bei �D�Problemen wie h�� ln ��� �N��	 ln ���	�

Eine schnellere Konvergenz w�urde man erhalten� wenn die Konditionszahl ��K	 schw�a�
cher von h abh�angen w�urde� Zur Verbesserung der Kondition betrachten wir im
n�achsten Abschnitt die Methode der konjugierten Gradienten mit Vorkonditionierung�

����� Die Methode der konjugierten Gradienten mit Vorkonditionierung

Wir betrachten anstelle des zu l�osenden Gleichungssystems Ku � f das �aquivalente
Gleichungssystem

)K)u � )f �����	

mit )K � L��KL�T � )u � LTu und )f � L��f � wobei C � LLT eine symmetrische�
positiv de�nite Matrix ist� Dabei wird die Vorkonditionierungsmatrix C so gew�ahlt�
da� �� )K	 � ��K	 gilt� Das Gleichungssystem �����	 l�osen wir mittels des im Ab�
schnitt ����� beschriebenen CG�Verfahrens� Wir formulieren die Teilschritte aber so
um� da� mit der Matrix K und der rechten Seite f gerechnet werden kann� Damit
ergibt sich der folgende Algorithmus der Methode der konjugierten Gradienten mit
Vorkonditionierung�

PCCG�Verfahren �preconditioned conjugate gradient method�

Start Wahl von u���

r��� � Ku��� � f

Cw��� � r���

d��� � �w���

Iteration �k � �� �� � � � 	

)��k��� � �w�k���� r�k���	��w�k���� r�k���	

d�k� � �w�k��� ! )��k���d�k���

)��k� � �w�k���� r�k���	��Kd�k�� d�k�	

u�k� � u�k��� ! )��k�d�k�

r�k� � r�k��� ! )��k�Kd�k�

Cw�k� � r�k�

�w�k�� r�k�	 � �� �w���� r���	 � STOP

�� � vorgegebene Abbruchschranke	

�		� k � �
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�� KAPITEL 	� AUFLOSUNG VON FINITE�ELEMENTE�GLEICHUNGSSYSTEMEN

Wie k�onnen wir die Startn�aherung f�ur die Iterationsverfahren w�ahlen�

Wenn wir eine Folge von FE�Diskretisierungen erzeugt haben� dann bietet sich der
folgende Algorithmus zur Bestimmung einer Startn�aherung an�

�� L�ose das Gleichungssystem
K�u� � f

�

mittels eines direkten oder iterativen Verfahrens� Setze q � �� kq � � und
u�kq�q � u��

�� Interpoliere die L�osung u�kq�q auf das Netz Tq��� d�h�

u
���
q�� � Iq��q u�kq�q �

Setze q � q ! � und l�ose das Gleichungssystem

Kquq � f
q

mittels kq Schritten eines Iterationsverfahrens� Starte dieses mit u���q �

Falls q � l� gehe zu Schritt �� sonst STOP�

Setzen wir im Schritt � zur n�aherungsweisen L�osung des Gleichungssystems ein Mehr�
gitter� oder MG�m	�PCCG�Verfahren ein� dann kann man zeigen� da� wir mit einem
zur Anzahl der Unbekannten �Nl proportionalen Aufwand an arithmetischen Opera�
tionen eine N�aherungsl�osung u

�kl�
l erhalten� f�ur die der Fehler kul � u

�kl�
l kKl

in der
Gr�o�enordnung des Diskretisierungsfehlers liegt ����� ���	�


�� Ein Vergleich der Au�osungsverfahren

Wir wollen das Cholesky�Verfahren und die vorgestellten Iterationsverfahren hinsicht�
lich des Aufwandes an notwendigen arithmetischen Operationen sowie ihres Speicher�
platzbedarfs vergleichen� Dabei werden wir demonstrieren� wie sich f�ur die jeweiligen
Verfahren der Aufwand an arithmetischen Operationen und der Speicherplatzbedarf bei
wachsender Dimension des FE�Gleichungssystems verh�alt� Den Vergleich f�uhren wir
anhand des Modellbeispiels � aus dem Abschnitt ��� durch� Als Ma� f�ur den Aufwand
an arithmetischen Operationen nutzen wir die ben�otigte CPU�Zeit� Alle Rechnungen
wurden mit dem Programmsystem FEMGP ����� � ��	 durchgef�uhrt� Dieses Pro�
grammsystem kann zur L�osung von linearen und nichtlinearen Randwertproblemen in
�D�Gebieten eingesetzt werden� Die Tests wurden auf einem PC ���� ��� MHz	 unter
Nutzung des LAHEY�FORTAN�Compilers ausgef�uhrt�
Wir erzeugen eine Folge von vier Vernetzungen Tq� q � �� �� �� � � mit den Diskretisie�
rungsparametern hq� hq�� � hq��� q � �� �� �� Zu jeder Vernetzung wird das entspre�
chende FE�Gleichungssystem

Kquq � f
q

generiert und gel�ost� Als gr�obste Vernetzung w�ahlen wir die in der Abbildung ���
dargestellte Triangulation�
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	��� EIN VERGLEICH DER AUFLOSUNGSVERFAHREN ��

Abbildung ��� Darstellung der Vernetzung T�

Die feineren Vernetzungen erhalten wir� indem wir jeweils alle Dreiecke vierteln� d�h� wir
halbieren alle Dreiecksseiten� Als zweite Vernetzung entsteht somit das folgende Netz�

Abbildung ��� Darstellung der Vernetzung T�

Zuerst l�osen wir die FE�Gleichungssysteme mittels des Cholesky�Verfahrens� Die Stei�
�gkeitsmatrizen werden daf�ur in der Speicherform



variable Bandweite spaltenweise�

abgespeichert� In der Tabelle ��� sind der Speicherplatzbedarf und die ben�otigten
CPU�Zeiten f�ur die Cholesky�Zerlegung sowie f�ur das Vorw�arts� und R�uckw�arts�
einsetzen zusammengestellt�

Anzahl der Unbekannten ��� ��� ���� ����

Speicherplatzbedarf ��� kB ����� kB ��� kB ������� kB

CPU�Zeit f�ur die Zerlegung ���� s ���� s ���� s ���� s

CPU�Zeit f�ur das Vorw�arts�
und R�uckw�artseinsetzen

���� s ���� s ���� s ���� s

Tabelle ��� Rechenzeit und Speicherplatzbedarf beim Cholesky�Verfahren
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��� KAPITEL 	� AUFLOSUNG VON FINITE�ELEMENTE�GLEICHUNGSSYSTEMEN

Aus dieser Tabelle k�onnen wir ablesen� da� bei jeweiliger Halbierung des Diskretisie�
rungsparameters

� sich die Anzahl der Unbekannten etwa vervierfacht� d�h� wie h�� verh�alt�

� der Speicherplatzbedarf sich wie h�� �N��		 verh�alt� d�h� mit dem Faktor � w�achst�

� die ben�otigte CPU�Zeit f�ur die Zerlegung ungef�ahr wie h�� �N�	 w�achst� d�h� um
das �fache zunimmt�

� die ben�otigte CPU�Zeit f�ur das Vorw�arts� und R�uckw�artseinsetzen wie h�� �N��		
ansteigt� d�h� sich verachtfacht�

Somit best�atigen die erzielten Resultate die im Abschnitt ��� getro�enen theoretischen
Aussagen hinsichtlich Speicherplatzbedarf und arithmetischem Aufwand des Cholesky�
Verfahrens�

Im weiteren untersuchen wir verschiedene Iterationsverfahren� Bei allen Iterationsver�
fahren wurde als Startvektor der Vektor u

���
� � ����� ���� � � � � ����T verwendet� Die

Iteration wurde beendet� wenn das Abbruchkriterium kr�k�k � � kr���k mit dem

Defekt r�k� � K�u
�k�
� � f

�
f�ur � � ���� erf�ullt war�

Da bei allen untersuchten Iterationsverfahren die Stei�gkeitsmatrizen in der Speicher�
form



Kompaktliste zeilenweise� abgespeichert werden k�onnen� verh�alt sich der Spei�

cherplatzbedarf wie h��� d�h� der Speicherplatzbedarf ist proportional zur Anzahl der
Unbekannten des zu l�osenden Gleichungssystems�

Wir betrachten zun�achst zwei klassische Iterationsverfahren� das Jacobi�Verfahren und
das Gau��Seidel�Verfahren� Beim Jacobi�Verfahren wurden folgende Ressourcen an
Speicherplatz und CPU�Zeit ben�otigt 

Anzahl der Unbekannten ��� ���

Speicherplatzbedarf ���� kB ���� kB

Anzahl der durchgef�uhrten Iterationen ���� �����

CPU�Zeit f�ur die durchgef�uhrten Iterationen ������ s ������� s

Tabelle ��� Rechenzeit und Speicherplatzbedarf beim Jacobi�Verfahren

Die Anwendung des Gau��Seidel�Verfahrens erforderte die in der Tabelle ��� angege�
benen Rechenzeiten und Speicherpl�atze�

Anzahl der Unbekannten ��� ���

Speicherplatzbedarf ���� kB ���� kB

Anzahl der durchgef�uhrten Iterationen ���� ������

CPU�Zeit f�ur die durchgef�uhrten Iterationen ������ s ������� s

Tabelle ��� Rechenzeit und Speicherplatzbedarf beim Gau��Seidel�Verfahren

Bei beiden Verfahren w�achst die Anzahl an notwendigen Iterationen bei einem vorgege�
benen � wie h�� ln ��� �N ln ���	� d�h� sie vervierfacht sich� Da der Aufwand an arith�
metischen Operationen pro Iterationsschritt sich wie h�� �N	 verh�alt� w�achst somit
der Gesamtaufwand an arithmetischen Operationen wie h�� ln ��� �N� ln ���	� d�h� mit
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	��� EIN VERGLEICH DER AUFLOSUNGSVERFAHREN ���

dem Faktor �� Die Tabellen ��� und ��� zeigen� da� tats�achlich die ben�otigte CPU�Zeit
um das �fache anw�achst� O�enbar konvergieren sowohl das Jacobi�Verfahren als auch
das Gau��Seidel�Verfahren nur sehr langsam� Damit sind diese Verfahren als eigen�
st�andige Algorithmen zur L�osung der FE�Gleichungssysteme unbrauchbar� H�atten wir
n�amlich beispielsweise das FE�Gleichungssystem mit ���� Unbekannten mittels des
Gau��Seidel�Verfahrens gel�ost� dann w�are eine CPU�Zeit von etwa ��� Stunden� also
von rund � Tagen� notwendig gewesen�

Als n�achsten Algorithmus untersuchen wir die Methode der konjugierten Gradienten
ohne Vorkonditionierung �CG�Verfahren	� Theoretisch m�u�te sich die Iterationszahl
bei einem vorgegebenem � wie h�� ln ��� verhalten� d�h� sich jeweils verdoppeln� In der
Tabelle ��� ist ersichtlich� da� sich zun�achst die Iterationszahl um das ���fache� dann
um das ���fache und schlie�lich um das ���fache erh�oht� Man kann erwarten� da� sich
bei weiteren Netzverfeinerungen tats�achlich das theoretisch ermittelte Wachstum der
Iterationszahl einstellt� Auch beim CG�Verfahren ist der Aufwand an arithmetischen
Operationen pro Iterationsschritt proportional zur Anzahl der Unbekannten� d�h� er
verh�alt sich wie h�� �N	� Asymptotisch nimmt also der Gesamtaufwand an arithme�
tischen Operationen wie h�� ln ��� �N��	 ln ���	 zu� Zus�atzlich zu den Speicherpl�atzen
f�ur das FE�Gleichungssystem werden beim CG�Verfahren noch drei Hilfsvektoren der
L�ange N ben�otigt�

Anzahl der Unbekannten ��� ��� ���� ����

Speicherplatzbedarf ��� kB ����� kB ������ kB ������ kB

Anzahl der durchgef�uhrten

Iterationen
��� ��� ���� ����

CPU�Zeit f�ur die durch�

gef�uhrten Iterationen
���� s ���� s ����� s ������ s

Tabelle ��� Rechenzeit und Speicherplatzbedarf beim CG�Verfahren

Eine Reduzierung der notwendigen Anzahl an Iterationen und damit auch ein Rechen�
zeitgewinn wird bereits durch die einfache Vorkonditionierung mit der Hauptdiagonale
der Systemmatrix erreicht �siehe Tabelle ���	�

Anzahl der Unbekannten ��� ��� ���� ����

Speicherplatzbedarf ��� kB ����� kB ������ kB ������ kB

Anzahl der durchgef�uhrten

Iterationen
�� �� �� ���

CPU�Zeit f�ur die durch�

gef�uhrten Iterationen
���� s ���� s ���� s ���� s

Tabelle ��� Rechenzeit und Speicherplatzbedarf beim DIAG�PCCG�Verfahren

Aus der Tabelle ��� wird deutlich� da� die Iterationszahl wie h�� ln ��� w�achst� Daraus
resultiert ein Anwachsen der Anzahl an notwendigen arithmetischen Operationen wie
h�� ln ���� was sich in der Zunahme der CPU�Zeit um das �fache widerspiegelt�
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	��� EIN VERGLEICH DER AUFLOSUNGSVERFAHREN ���

Die Tabelle ���� zeigt� da� das Cholesky�Verfahren f�ur Gleichungssysteme mit wenigen
Unbekannten bez�uglich der ben�otigten CPU�Zeit am e�ektivsten ist� Zur L�osung von
gro�dimensionierten Gleichungsystemen sollten nur Mehrgitterverfahren oder PCCG�
Verfahren eingesetzt werden� Dabei sind die Mehrgitterverfahren und die MG�m	�
PCCG�Verfahren die e�ektivsten Verfahren� da bei ihnen die Iterationszahl unabh�angig
vom Diskretisierungsparameter ist�

In der Abbildung ��� ist der Niveaulinienverlauf des berechneten Temperaturfeldes
dargestellt�

Abbildung ��� Darstellung des Niveaulinienverlaufs des Temperaturfeldes
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