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couple de points (P, Q) on a :

 PQ Λ R  (P)H(Q)H


 Propriété fondamentale du champ de vecteur antisymétrique.

V Λ R  ) V (    , E  V     c.à.d.    PQ Λ R )PQ (   ££




Démonstration :

Dans la base )k,j,i(


orthonormée directe, la représentation analytique de l’application linéaire

antisymétrique £ est une matrice carrée.



















333231

232221

131211

L







Raisonnons sur les composantes, pour les trois vecteurs de la base orthonormée directe )k,j,i(


.

On a :

kji

0

0

1

i)i( 312111

333231

232221

131211

L£




















































De même

kji

0

1

0

j)j( 322212

333231

232221

131211

L£




















































kji

1

0

0

k)k( 332313

333231

232221

131211

L£




















































Pour le couple de vecteurs )i,i(


on a :

)i(.i-)i(.i ££


 Car l’application Linéaire £ est antisymétrique  0- 111111  

De même pour les couples )j,j(


et )k,k(


, on obtient 03322   .

Pour le couple )j,i(


on a : 2112 -)i(.j-)j(.i ££ 




Pour le couple )k,j(


on a : 3223 -)j(.k-)k(.j ££ 




Pour le couple )i,k(


on a : 1331 -)k(.i-)i(.k ££ 



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II – 7 Torseurs particuliers

a) Glisseur

Par définition un torseur [T] de résultante non nulle est un glisseur, si et seulement si, son invariant

scalaire est nul.

Cette définition se traduit par :

Le torseur    (P)M,RT P


 est un glisseur si 0R


 et il existe au moins un point A tel que

0(A)M


 .

Dans ce cas, on a : APR)P(M,P 




L’ensemble le plus simple associé à ce torseur est constitué d’un vecteur unique qui passe par Le

point A et dont le support est parallèle à R


. C’est le cas d’un vecteur lié )w(A,


Le support (axe) d’un glisseur est le lieu des points P pour lesquels le moment est nul.

   0  (P)Mξ/  P   Δglisseur  du  Axe 




b) Torseur-couple

Un torseur [T] non nul est un torseur-couple si et seulement si, sa résultante est nulle.

 











0(P)MquetelPpointun

0R
coupleun torseurestT 



D’une manière générale, Un torseur [T] qui vérifie l’une des propriétés suivantes est par définition

appelé torseur-couple.

i) Sa résultante générale 0R




ii) Son moment M


est uniforme
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o

1

o

1

o R
dt

POd

R
dt

OOd

R
dt

OPd












































D’après la formule de Bour

PO Λ )/R(R Ω 
dt

POd

dt

POd
1o1

R

1

R

1

IO

































D’où

PO Λ )/R(R Ω 
dt

POd

dt

OOd

dt

OPd
1o1

R

1

R

1

R IOO
















































PO Λ )/R(R Ω  )/R(OV 
dt

POd

dt

OPd
1o1o1

R

1

R IO

































D’où
o

1o e/R
V)(P/RV)(P/RV


 : C’est la loi de composition des vitesses

Avec :

*

o

o

R
dt

OPd
)(P/RV

















: Vitesse absolue du point P

*

1

1

R
dt

OPd
)(P/RV

















: Vitesse relative du point P

* POΛ )/R(R Ω  )/R(OV 
e/R

V 1o1o1
o


 : Vitesse d’entraînement de R1 par rapport à Ro. La

vitesse d’entraînement s’écrit aussi )/RR(PV
e/R

V o1
o




appelée aussi vitesse du point

coïncidant c.à.d. la vitesse du point P, considéré fixe dans le référentiel R1, par rapport au référentiel

Ro.

I - 6 – 4 Compositions des accélérations

Une seconde dérivation du vecteur position OP par rapport au temps dans le référentiel Ro conduit

à :

o
o

o

1o

o
o

1

o

o

o

2

2

o

R
e/R

V
dt

d

R
)(P/RV

dt

d
   )(P/Rγ  

R
e/R

V)(P/RV
dt

d

R
dt

)(P/RVd

R
dt

OPd
  )(P/Rγ   



































 
































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Le vecteur rotation instantanée correspondant est oz
dt

dψ
)/R(R Ω o1




 La nutation :

Maintenant on fait subir à R1 une rotation d’angle )z, z ( θ o


 autour de l’axe )uO,(


. Cette

rotation amène le repère )z,v,uO,(R o1


au repère )z,w,uO,(R 2


. L’angle  est appelé

angle de nutation.

Le vecteur rotation instantanée correspondant est o12 z
dt

dθ
)/R(R Ω




 La rotation propre :

Enfin, on fait tourner le repère )z,w,uO,(R 2


autour de l’axe ),O( z


pour l’amener en

coïncidence avec le repère ),,,( zyxORS


. Cette rotation est d’angle )x,u(


 . L’angle  est

appelé angle de rotation propre.
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Chapitre III

Cinétique du solide

I – Répartition des masses.

I – 1 Masse d’un système matériel

I – 2 Centre d’inertie (centre de masse)

II – Matrice d’inertie

III – Moment d’inertie à partir de la matrice d’inertie

IV – Axes principaux d’inertie

V – Théorème d’Huygens

VI – Le torseur Cinétique

VI – 1 Définition

VI – 2 Détermination du moment cinétique d’un solide (S) en l’un de ses points.

VI – 3 Détermination du moment cinétique d’un solide (S) en un point solide (S).

VI – 4 Repère barycentrique RG

VI – 5 Théorème de Koenig pour le moment cinétique.

VII – Le torseur dynamique

VII – 1 Définition

VII – 2 Relation entre moment dynamique et moment cinétique d’un solide.

VII – 3 Théorème de Koenig pour le moment dynamique

VIII – Energie cinétique

VIII – 1 définition

VIII – 2 Propriétés de l’énergie cinétique
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D’après la définition du centre de masse :  


SP
dmOP

M
OG

1

En dérivant par rapport au temps, on obtient :

)(G/R)/(Ainsi

)/(
1

)/()/(
1

)/(

o







MdmRP

dmRP
M

RGdmRPV
M

RGV

SP o

SP ooSP oo













 )(G/R)(S/RS oo 


M

La résultante dynamique )(S/RS o


du solide S dans son mouvement par rapport au repère Ro est

égale à la quantité d’accélération, par rapport à Ro, du centre d’inertie G de (S) affecté de la masse

totale M du solide.

Remarque :

oo

ooo
R

)o(G/RVM
dt

d

R
)(G/RV

dt

d
 M)(G/RγM )(S/RS 

















o

oo
R

)(S/RP
dt
d

)(S/RS 











C.à.d. la dérivée par rapport au temps de la résultante cinétique )(S/RP o


(quantité de mouvement)

relativement au repère Ro, est égale à la résultante dynamique )(S/RS o


.

b) Le moment dynamique

Le moment dynamique en un point quelconque A du solide (S) par rapport au repère Ro, la quantité :

dm)S/R(PAP)(S/RD
SP ooA  





Etant donné deux points quelconques A et B on a :

BAΛ)(G/RM)(S/RD)(S/RD

BAΛ)(S/RS)(S/RD)(S/RD

ooBoA

ooBoA











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2ème Cas : Si le point A est fixe par rapport à Ro alors 0)/(


 oRSAV

 )/( oA

o

oA RSD
R

)(S/RL
dt
d 










Résumé :

Si le point A est fixe ou confondu avec le centre d’inertie G alors :

)/( oA

o

oA RSD
R

)(S/RL
dt

d 







Dans ce cas les éléments de réduction du torseur dynamique  )/( oD RST sont les dérivés par

rapport au temps des éléments de réduction du torseur cinétique  )/( oC RST :

o

oAoA

o

o

R
)(S/RL

dt

d
RSD

R
)

o
(S/RP

dt

d
)(S/RS 














)/(et

C.à.d. au point A    )(A, S/RT
dt

d
)(A, S/RT oCoD 

VII – 3 Théorème de Koenig pour le moment dynamique

Soit RG le repère barycentrique associé à un repère Ro et à un solide (S) de masse M.

On a le moment dynamique :

dm)S/R(PAP)o(S/RD
SP oA  

 


 (

)/(2)/()/(et

GP) Λ/RR Ω) Λ/R (RΩGPΛ)/R (RΩ
dt

d

RG)(P/RV) Λ/R (RΩRPRP

oGoG
R

oG

oGoGGo

O















 

Le repère RG est en mouvement de translation par rapport à Ro  0(


)/RR Ω oG

)/()/()/(oùd' oGo RGRPRP 



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D’après la relation fondamentale du champ de vecteurs vitesse d’un solide.

AP) Λ   (S/RΩ )  (A/RV ) (P/RV ooo


 où A est un point du solide.

 

 

   
 



























SP ooSP oooC

SP ooSP oooC

oooo

oSP ooSP ooC

oSP oooC

)(P/RV ΛAP). (S/RΩ) dm(P/RV) (A/RV)(S/RE

 dm)(P/RV ΛAP.) (S/RΩ) dm(P/RV) (A/RV)(S/RE

)(P/RVAP) (S/RΩAP) Λ  (S/RΩ)(P/RV mixteLe produit

dm)(P/RV .  AP) Λ (S/RΩ) dm(P/RV . ) (A/RV)(S/RE

) dm(P/RV . AP) Λ (S/RΩ ) (A/RV)(S/RE

dm2

2

..

2

2











cinétiquemomentdudéfinitionlaaprèsd'Et

Gmassedecentrededéfinitionlaaprèsd'Or

)(S/RL) dm(P/RV ΛAP

)(G/RVM) dm(P/RV

oASP o

oSP o

















)(A/RV)(G/RVMRSL.) (S/RΩ)(S/RE oooAooC


.)/(2oùD' 

 Cas particuliers importants

Deux cas particuliers importants peuvent être déduits de la dernière relation :

1er Cas : Si le point A du solide est fixe par rapport à Ro alors 0)/(


oRAV

) (S/RΩ(S) ) . II (S/RΩ  ) (S/RE    

)(S/RL) .  (S/RΩ  ) (S/RE     

oAooC

oAooC





2

2





2ème Cas : Si le point A est confondu avec le centre d’inertie G du solide ( A  G ) L’expression de

l’énergie cinétique devient :

)(G/RM V)  (S/RΩ(S) ) .  II (S/RΩ) (S/R E

)(G/RM V) (S/RL).  (S/RΩ) (S/R E

ooGooC

ooGooC

2

2

2

2









C’est le théorème de Koenig pour l’énergie cinétique.
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La dynamique est la partie de la mécanique qui étudie les relations entre les mouvements des

solides (cinématique) et les causes (efforts) qui les créent, c'est-à-dire les actions mécaniques qui

agissent sur eux.

La loi fondamentale exprime la relation entre les éléments cinétiques et dynamiques d’un

système matériel () et les forces s’exerçant sur lui. La loi fondamentale de la dynamique est une

généralisation sous la forme torsorielle de la loi fondamentale de la dynamique du point matériel.

I - Les efforts extérieurs

Ils sont définis par un champ de vecteurs auquel on associe un torseur

    Fext extext FMFT ,


 appelé torseur des forces extérieures (ou torseur force extérieure)

exercées sur le système (). extF


est la résultante générale (résultante des forces extérieures) et

 
extFM


le moment de ce torseur (moment des forces extérieures).

Remarque :

On fera une distinction dans les efforts extérieurs entre les forces à distance (forces dérivant

d’une fonction énergie) qui sont toujours des données du problème et les forces de contact (ou de

liaison) qui sont des inconnues du problème posé.

a) Torseur force :

Soit un système matériel constitué de n points matériels Pi.

Pi (i=1, 2, …….,n) indique un point où s’exerce la force iF


.

A cet ensemble de force iF


s’exerçant sur les points Pi , on associe le torseur force  FextT défini

par :

 Sa résultante générale : 



n

i
iext FF

1



 Son moment en un point A : 



n

i
iiextA FAPFM

1

)(


.

On vérifie que BAFFMFM extextBextA )) (( 


relation fondamentale des torseurs.

Si la résultante générale est nulle )0(


extF le torseur force  FextT est un couple.

Si iC


(Couple concentré) est le couple exercé sur Pi alors 


n

i
iCC

1


.
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Et ))(S/RD extAoA F(M


 .

Autre démonstration

O est l’origine du repère Ro, on a : OAΛ)(G/RVM)(S/RL ) (S/RL ooooA




)FMOA Λ )(S/R S )FMcar 

)(A/RV Λ  )(G/RV M)FM 

)(A/RV Λ )(G/RV MOA Λ  )(S/R S )FM 

extAoexto

ooextA

oooextO

((

(

(



































o
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ooo

o

oO

o

oA

R
)(S/RL

dt

d

)(A/RV)(G/RVMOA)(G/RM
R

)(S/RL
dt

d

R
)(S/RL

dt

d


4) Si le solide (S) est en mouvement par rapport à autre solide (So). Et si le solide (S) est

en contact ponctuel avec le solide (So) en I (point géométrique). Il convient d’appliquer le théorème du

moment cinétique en I qui est mobile afin d’éliminer les réactions de contact.

IV – Théorème de l’action et de la réaction

Il s’agit d’une conséquence importante de la loi fondamentale de la dynamique.

Etant donné un système 21 SSS  formé de deux éléments matériels S1 et S2, en contact mais sans

partie commune, en mouvement dans le repère galiléen Ro.

Enoncé :

Pour deux solides S1 et S2 en contact mais sans partie commune, le torseur des forces extérieures

exercées par S1 sur S2 est l’opposé du torseur de forces extérieures exercées par S2 sur S1 :

   )S(ST-)S(ST 12F21F 
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d) Cas de forces dérivant d’une énergie potentielle

Considérons un système de forces donné, s’exerçant sur un solide (S), ne dépend que des

paramètres de position mais pas du temps. Si ce système de force dérive d’une énergie potentielle

Ep(S) [ou d’une fonction de force U(s)], alors sa puissance est donnée par :

(S)U
dt

d
(S)Ep

dt

d
P 

e) Cas d’une liaison parfaite

Une liaison est dite parfaite si la puissance de toutes les actions réalisant cette liaison est nulle

pour tout mouvement respectant cette liaison. Les liaisons réalisées par contact sans frottement ou

sans glissement sont parfaites.

VI - 3 Travail développé par un ensemble de forces.

Par définition, le travail développé par un ensemble de forces, F


, entre deux instants t1 et t2,

par rapport à un repère Ro, est donné par :

VII - Théorème de l’énergie cinétique

VII - 1 Théorème de l’énergie cinétique pour un solide (S)

Enoncé

La dérivée par rapport au temps de l’énergie cinétique du solide (S) relativement à un repère galiléen

Ro, est égale à la puissance des efforts extérieurs subis par le solide relativement à ce même repère.

Démonstration

La puissance des efforts extérieurs exercés sur le solide (S) par rapport au repère Ro, est :

   )S/R(A,T.)S/R(A,T)(S/RP oFextoVoext  .

t

t
dtP)(S/R

t

t
dW)F(W 2

1
o

2

1
Ro  



)(S/RP)(S/RE
dt

d
oextoC 
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Série n°1 : Champ de vecteurs - Torseurs

Question de cours

Montrer que tout champ de vecteurs antisymétrique est équiprojectif et réciproquement.

Exercice.1

Résoudre l’équation vectorielle VetUoùVXU


 sont deux vecteurs non nuls.

Exercice.2

E est l’espace vectoriel réel à 3 dimensions associé à l’espace affine  repéré par le

repère )k,j,i(O,R


. A tout point P(x, y, z) de l’espace affine, on associe la famille de champs de

vecteurs (P)M t définis par :

2t-t x

zt2x3-

1zt-y3

(P)M
2

t









y

Où t est un réel

1) Pour quelles valeurs de t, tM


est-il le moment d’un torseur ?

2) Lorsque tM


est le moment d’un torseur, calculer sa résultante et préciser si ce torseur est un

glisseur, un couple. Déterminer son axe central.

Exercice.3*

Démontrer que deux torseurs [T1] et [T2] sont égaux si, et seulement si, il existe trois points non

alignés P1, P2 et P3 en lesquels leurs moments sont égaux.

Exercice.4

Le repère )k,j,i(O,R


est orthonormé et orienté dans le sens habituel. a, b, et c sont des paramètres

réels. On donne les trois vecteurs liés suivants :

jbiaR1


 D’origine A (1, 0, 0)

jR 2


 D’origine B (1, 1, 0)

icR3


 D’origine C (0, 0, 1)

Et on leur associe respectivement les glisseurs [G1], [G2] et [G3].

1) Montrer que [G1] + [G2] est un glisseur, préciser son axe.

2) On note ](P)U,R[T  Le torseur [T] = [G1] + [G2] + [G3]

a) Déterminer (P)U où P est un point de coordonnées (x, y, z)
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Exercice.5

Un solide parfait S est constitué de deux parties collées : Un disque S1 de centre O, de rayon R et de

masse m, et un disque S2 de centre C (OC=a), de rayon R/4 et de même masse m (fig.2).

Le solide S tourne à la vitesse angulaire  autour de l’axe )zO,( o


du repère fixe

)z,y,xO,(R oooo


. Le repère )z,y,xO,(R


est lié au solide S.

1) Déterminer la position du centre de masse G du solide S.

2) Calculer la matrice d’inertie en O du solide S en appliquant le théorème de Koenig. En déduire

son moment d’inertie IZZ par rapport à l’axe )zO,( o


.

3) Calculer le moment cinétique en O du solide S.

4) Retrouver IZZ du solide S en appliquant le théorème de Huygens.

5) Calculer le moment cinétique en G du solide S.

6) Calculer le moment d’inertie IGZ du solide S par rapport à l’axe )zG,( o


appliquant le

théorème de Huygens

7) Calculer l’énergie cinétique EC(S/R0) du solide S.

Fig.1

Fig.2
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La réaction du bâti en O se limite à une force unique R


et le cône (S) est dans le champ constant de

la pesanteur ( de densité massique d’efforts ozg


 ).

Les résultats seront exprimés dans la base )z,w,u(


.

1) Calculer les vecteurs vitesse et accélération )R(A /V o et )R(A / o


.

2) Calculer le moment cinétique en O du cône (S) par rapport à Ro

3) Déterminer l’énergie cinétique du cône (S) par rapport Ro

4) a) Faire l’analyse des forces s’exerçant sur le cône (S).

b) Calculer le moment en O de ces forces, )F(Mo


 .

c) Calculer la puissance développée par ces efforts.

5) a) Peut-on écrire l’intégrale première de l’énergie ? S’il y a lieu, l’expliciter.

b) A partir du théorème du moment cinétique, appliqué au cône (S) en O, trouver deux

intégrales premières.

c) Montrer que l’équation régissant la variation de  se ramène à une équation de la

forme ) (θ f θ 
2




que l’on écrira explicitement.

6) Déterminer la réaction du bâti R


.

7) A quelles conditions peut-il se produire des mouvements au cours desquels la tige reste

horizontale ?

8) Le cône étant plein et homogène, calculer CetA, .

Problème.2

Un solide de révolution S, homogène et plein, est constitué par un hémisphère et un cylindre de même

base. On désigne par a le rayon de cette base et H son centre. On note m la masse de S, G son centre

d’inertie qu’on repère dans S par zhHG


 (fig.2), A et C ses moments principaux d’inertie en G [C

moment d’inertie relatif à ),( zG


]. S est en contact, par sa partie hémisphérique uniquement, en un

point I avec un plan horizontal () auquel est lié le repère )z,y,xO,(R oooo


, oz


vertical

ascendant et du côté de S [c.à.d. 0z.OG o 


]. Le repère )z,y,xG,(R


orthonormé direct est lié à

S. On repère la position de S dans Ro par les angles d’Euler habituels  ,, et par les coordonnées

x et y dans Ro de la projection orthogonale de G sur (). On note

)u,x (  avec  w  u Λ zet    v   u Λ z oo


  .
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