couple de points (P, Q) on a:

ﬁ(Q) = ﬁ(P) +RA % Propriété fondamentale du champ de vecteur antisymétrigue.

= £(PQ)=RAPQ cad V VeE, £(V)=RAV

Démonstration :

—

Dans la base (i, ] R)orthonormée directe, la représentation anaytique de I'application linéaire

antisymétrique £ est une matrice carrée.

11 lip L3
L=|/x (2 05

lz l3 L33
Raisonnons sur les composantes, pour les trois vecteurs de la base orthonormée directe ( i, ] k ).

Ona:

) C(fu fi2 sl ) ) )
E(i)=Li=|ly (n (x| 0|=lni+lyj+lzk

lz 3 l33)\0 \A
De méme \e CO ‘u

- otes?
E())=Lj=|lo lxn lxp]|1 —m SJ‘F%‘ 86
la. L Wss
J\€ e©
P(efll lyp ly3 Oag
E(k)=Lk=|ly ly lx||0|=ti+lyj+liygk

la1 f3 f33)\1
Pour le couple de vecteurs (1 , 1 )ona:

i.£(i)=-7.£() CarI'application Linéaire £ est antisymétrique = (1, =- /17 => /1, =0

De méme pour lescouples (], ]) et (k,k),onobtient /,, = £3,=0.

—_

Pour lecouple (i, j)ona: i.£(])=-].£E(1) = (1= -1y
Pour lecouple (],k)ona: J. £(K)= -k. £(j) = lp3= -/5

Pour lecouple (k,i)ona: k. £(i)=-1.£(k) = l3=-/13
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Il =7 Torseursparticuliers

a) Glisseur
Par définition un torseur [T] de résultante non nulle est un glisseur, s et seulement si, son invariant
scalaire est nul.

Cette définition setraduit par :

Le torseur [T]P: [F?,IVI(P)] est un glisser § R=0 et il existe au moins un point A tel que
M(A)=0.

Danscecas,ona: VP, M (P)= RAAP

L’ ensemble le plus simple associé a ce torseur est constitué d’ un vecteur unique qui passe par Le

point A et dont le support est paralléle aR . C'est le cas d un vecteur lié (A, W)
—
U(P)
—-
R
axe du O \_)K
P glissa\e C *

. < i

A
\
k!
!
weW V4
Le supa (exe) d'un glisseur es@li points P pour lesquels |le moment est nul.
Axedu glisseur A={Pe& M(P)=0 }

b) Torseur-couple

Un torseur [T] non nul est un torseur-couple si et seulement si, sarésultante est nulle.

R=0

[T] est un torseur couple < . B
Jun point Ptel queM(P) =0

D’ une maniére générale, Un torseur [T] qui vérifie |’ une des propriétés suivantes est par définition
appel é torseur-couple.
i) Sarésultante générale R=0

i) Son moment M est uniforme
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dt R, dt R, dt R,

D’ aprés laformule de Bour

[dolpJ :[dolp] +Q®R,/R,)A O,P

dt dt

o |

D’ou

goP| _[dOO, | |dOP +Q([R/R,)AOP
dt ) dt ) dt )

o

(%J = [dgtlp] +V(O/R,)+Q([R,/R,)A OP

Ro R

D’ou \7(P/R0) = \7(P/R1) +V : C'est laloi de composition des vitesses

eR,
Avec:
* \7(P/RO) :(%J : Vitesse absolue du point P \4
R, CO
’ dOP Sa\
* V(PIR) :(T] VltesserelatlveduN te 6
x elR _V(O\r\ew's ) AO,P %e&i anement de R; par rapport a R,. La

wte&eeentramement s’ecrltPauss —V(Pe R,/R,) appelée auss vitesse du point

coincidant c.a.d. la vitesse du point P, considéré fixe dans le référentiel R;, par rapport au référentiel
Ro.

| - 6 —4 Compositions des accél érations

Une seconde dérivation du vecteur position OoP par rapport au temps dans le référentiel R, conduit

a:

_ d?oP dV(PIR,) d(- _
v(P/Ro)=( > ] =[—° j =[—(V(P/R1)+V ﬂ
dt* ) dt g Lot &R, /IR

B} d - d.
- y(P/RO)—( V(P/Rl)j + (EVG/ROJR

(o]
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- =

No -
U Zo

Précession Figure plane partielle

= dy _
L e vecteur rotation instantanée correspondant est |2 (R,/R ) = d—\: Z,

e Lanutation:

Maintenant on fait subir & R; une rotation d'angle 0 =( Z, ,Z) autour de I’axe( O, U) . Cette

rotation ameéne le repére R, (O, U,V ,Z,) au repereR, (O, U,W ,2). L’ angl\j appelé

angle de nutation.

Nutation

Figure plane partielle

= do
L e vecteur rotation instantanée correspondant est |2 (R ,/R ;) = o Z,

e |arotation propre:

Enfin, on fait tourner le repére R, (O, U ,W ,Z) autour de I'axe ( O, Z) pour I’amener en
coincidence avec le repére R,( O, X,V ,2). Cette rotation est d’angle ¢ = (U,X). L’angle ¢ est

appel € angle de rotation propre.
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Chapitre I 11

Cinétique du solide

| — Répartition des masses.
| — 1 Masse d'un systéme matériel
| — 2 Centre d'inertie (centre de masse)

Il —Matriced’ inertie
Il —Moment d'inertie a partir delamatriced inertie
IV — Axes principaux d'inertie
V — Théoréme d Huygens
K
VI —Letorseur Cinétique \e .CO ‘u
VI — 1 Définition Ote

VI — 2 Détermination d wm ued un %@ I”un de ses points.
-3Dé& ment ¢ Ilde(S)enun point ¢z solide (S).
w ebarycm@@@

VI —5 Théoréme de Koenig pour |e moment cinétique.

VIl —Letorseur dynamique
VII — 1 Définition
VII — 2 Relation entre moment dynamique et moment cinétique d un solide.

VIl — 3 Théoreme de Koenig pour le moment dynamique

VIl —Energiecinétique
VIII — 1 définition
VIII -2 Propriétés de I’ énergie cinétique
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D’ aprés la définition du centre de masse : OG:iJ' OP dm
M JPeS
En dérivant par rapport au temps, on obtient :

V(GIR) =], JV(PIR) dm = 7(G/R) =~  7(PIR,) cm

Ainsi jp 7 (PIR;) dm=M 7(GIR,)

= | S(SR,)=M7(GIR,)

Larésultante dynamique S (S/R,) du solide S dans son mouvement par rapport au repére Ro est

égale alaquantité d accélération, par rapport a Ro, du centre d’inertie G de (S) affecté de la masse
totale M du solide.

Remargue:

. o o dg [d, - \4
S(S/Ry)=M35(G/Ry)= M {EV(G/RO)}RO = [EM V(G/g @% _CO \.)

S

SRy |47 o\°
- S(QR"H"‘P(S]R"&“N o a0
RIS 229

érivée par rapport au t delarésultante cinétique P(S/R ) (quantité de mouvement)

relativement au repére Ro, est égale & la résultante dynamique é(S/ R,).

b) Le moment dynamique

Le moment dynamique en un point quelconque A du solide (S) par rapport au repére Ro, la quantité :

Da(SR,)= [o.c APA7 (PeSR,)dm

Etant donné deux points quelconques A et B on a:
D, (S/R,)=Dg (S/R,)+S (S/R,) A BA
— D, (S/R,)= Dg (S/R,)+M ¥ (G/R,) A BA
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2°™ Cas: Si lepoint A est fixe par rapport aRo aors V(AeS/ Ry) = 0

. {%EA(S/RO)}RO = B (S/R)

Résumeé:
Si lepoint A est fixe ou confondu avec le centred’inertie G alors:

[%EA (S/R())LO _ BA(S/R)

Dans ce cas les é éments de réduction du torseur dynamique [ Tp (S/Ry) ] sont les dérivés par

rapport au temps des éléments de réduction du torseur cinétique [TC (S/Ry) ]:
. d - . d -
SER)=| SPSR,)| & Bu(SIR)=| SLASR)

Ro Ro

uk

d

0.
cad. aupointA | [Tp (A, IR,) |= o [Tc A S/g 2 lsa\e .C
VIl —3 Théoréme de KW pﬁx Qngn\eng@i " %6

c
Soit RGE r( e\, \ age

epére barycentrique agci eaunrepere Ro et aun solide (S) de masse M.

On ale moment dynamique :

Da(SR,)= jpes AP A7 (PeSR,)dm
et 7 (P/R,) =7 (PIRg)+2Q (Rg/R,) AV(P/Rg)+7 (GIR,)

+(%é (RG/RO)j AGP+@Q (RG/RO)A[EJ (RG/RO)A@]
Ro

Lerepére Rg est en mouvement detrandation par rapport aRo = Q (Rg/R,) = 0

dou y(P/Ry)=7(P/Rs)+7(G/Ry)
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D’aprés larelation fondamentale du champ de vecteur s vitesse d' un solide.

V(P/R,)= V (A/Ry) + @ (S/Ry) A AP 0ot A est un point du solide.

= 2Eq (S/Ro)szeS[V(A/RO) + O (S/Ry) A AP | V(P/R) dim
= 2Ec (SIR,) = jpeSV(A/RO ) . V(P/Ry) dm + jpes[é (S/R,) AZ)] . V(P/R,) dm

Le produit mixte V(P/R,). [é (S/R,) A AP ]: Q(S/R,). [ﬁ AV(P/R,) ]

= 2Ec (S/Ry) = V(A/R,) IPGSV(P/RO ) dm + jpesé (S/R,). [EA V(P/R,) ]dm
= 2E¢ (S/Ry) = V(A/R,) | o V(P/Ro) dm+Q (S/R, ). [ PGSA—PA V(P/R,)dm
Or jpesV(P/RO) dm= M V(GIR, ) d' aprés|adéfinition decentre de masse G

Et J'PGS/TPA V(P/R,) dm = L, (S/R,,) d aprés|adéfinition du moment cinétique

D'oll 2E¢ (S/Ry)=2 (S/Ry).La(SIRy)+M V(G/R,). V(A/R,)

uk

¢ Cas particuliersimportants e CO .

Deux cas particuliersimpor tants peuvent (‘g\eN@ niéere re%on

O
1¥ Cas: Si IeéGQ'\Me 'e‘stgxe % anrs V(A/ R,)=0
SN EC (S/Ry) = Q(S/R?p

= 2Ec (S/Ry)= Q(S/Ry). I (S) Q(S/R,)

2°™Cas: S le point A est confondu avec le centre d’inertie G du solide (A = G ) L’ expression de
I’ énergie cinétique devient :
2 Ec (S/Ry)=Q (S/R,). Lg (S/Ry)+M V3(G/R,)

2Ec (S/Ry)=Q (S/Ry) . 115(S) Q (S/Ry) +M V3(G/R,)

C'est lethéoréme de Koenig pour I’ éner gie cinétique.
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La dynamique est la partie de la mécanique qui étudie les relations entre les mouvements des
solides (cinématique) et les causes (efforts) qui les créent, c'est-a-dire les actions mécaniques qui
agissent sur eux.

La loi fondamentale exprime la relation entre les éléments cinétiques et dynamiques d'un
systeme matériel (X) et les forces s exercant sur lui. La loi fondamentale de la dynamique est une

généralisation sous laforme torsorielle de laloi fondamental e de |a dynamique du point matériel.

| - Lesefforts extérieurs

llIs sont définis par un champ de vecteurs auguel on associe un torseur

[T,:ext ]: [Ifext , M (Ifext)] appele torseur des forces extérieures (ou torseur force extérieure)
exercées sur le systeme (). Ifext est la résultante générale (résultante des forces extérieures) et

M (Ifext ) le moment de ce torseur (moment des forces extérieures).

Remarque l (
On fera une distinction dans les efforts extérieurs entre les forces a dj 6 dérivant
d’une fonction énergie) qui sont toujours des données du prob}e forces de contact (ou de

liai son) qui sont des inconnues du probléme poseNO

£ 90

e (O O
a) Torseur for \l\l 61
SOP g/steme matériel con? Q’ %m nts matériels P.

P(@=12,....... ,n) indique un point ou s exerce laforce If, .
A cet ensemble de force F; s'exergant sur les points P, , on associe le torseur force [T,:ext ] défini

par :

n
e Sarésultante générale: Fo = Z F
i=1

n e — —
o SonmomentenunpointA: M (Feq) =Y AR AF .
i-1

onvérifieque M » (Foq) = Mg (Faq) + Feq A BA relation fondamentale des torseurs.

Si larésultante générale est nulle (Ifext = 6) le torseur force [TFext ] est un couple.

- = n _
Si C; (Couple concentré) est le couple exercé sur P dors C= Y C; .
i=1
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Et Da(S/Ro) =M (Fox).

Autre démonstration

OestI'originedurepére Ry, ona: La (S/R,) = L, (S/Ry)+M V (G/R,) A0A
:{EEA(S/RO)} :PEO (S/Ro)} +M 7 (G/IR,) A OA+M V(G/R,) A V(A/R,)
dt R, Ldt R,
=Mg(For)+S(S/R,) AOA+M V(G/R,) A V(AR,)

= E La (S/RO)} =M (Fe) + M V(G/R ) A V(A/R,)
Ro
car My (Foq )+ S (S/R o) A OA =M p (Feyy)

4) Si lesolide (S) est en mouvement par rapport a autre solide (S,). Et si le solide (S) ei
en contact ponctuel avec le solide (S,) en | (point géométrique). Il convient a%@fr @ éme du
moment cinétique en | qui est mobile afin o @iminer les réactions d(—ﬂg\t@ .

|V —Théoreme del’action et dela #8 NOte
e fro™ ol ol %6.
pred=imsgne

S %)

1

Etant donné un systéme S= S, + S, formé de deux éléments matériels S, et S,, en contact mais sans

partie commune, en mouvement dans le repére galiléen R,.

Enoncé:
Pour deux solides S; et S, en contact mais sans partie commune, le torseur des forces extérieures

exercéespar S; sur S, est I’ opposé du torseur de forces extérieures exercées par S, sur Sy :

[Te(S1 = Sp)]=-[Te(S; »> S
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d) Casdeforcesdérivant d une énergie potentielle

Considérons un systeme de forces donné, s exercant sur un solide (S), ne dépend que des
parameétres de position mais pas du temps. Si ce systeme de force dérive d une énergie potentielle

Ep(S) [ou d'une fonction de force U(s)], aors sa puissance est donnée par :

d
P==- EP (S)——U(S)

e) Casd'uneliaison parfaite

Une liaison est dite parfaite si la puissance de toutes les actions réalisant cette liaison est nulle
pour tout mouvement respectant cette liaison. Les liaisons réalisées par contact sans frottement ou

sans glissement sont parfaites.

VI - 3 Travail développé par un ensemble de forces.

Par définition, le travail développé par un ensemble de forces, IE entreml n&&l et ty,

par rapport aun repere R,, est donné par : e Sa\e

o &
preV pa@e

VIl - Théoréme del’ énergie cinétique

VIl - 1 Théoréme del’ énergie cinétique pour un solide (S)

Enoncé
La dérivée par rapport au temps de I’ énergie cinétique du solide (S) relativement a un repére galiléen

R,, est égale ala puissance des efforts extérieurs subis par le solide relativement & ce méme repére.

d
E EC (S/Ro) = I:)ext (S/Ro)

Démonstration

La puissance des efforts extérieurs exercés sur le solide (S) par rapport au repere R,, est :
Pext (SIR0) = [ Ty (A, SIR,) ][ Trext (A, SIR,) |.
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Sérien®l: Champ devecteurs- Torseurs

Question de cours
Montrer que tout champ de vecteurs antisymétrique est équiprojectif et réciproquement.

Exercice.l

Résoudre I’ équation vectorielle UA X =V ou U et V sont deux vecteurs non nuls.

Exercice.2

E est I'espace vectoriel réel a 3 dimensions associé a |'espace affine & repéré par le
repereR (O,T,], R). A tout point P(x, y, z) de I’espace affine, on associe la famille de champs de
vecteurs W(P) définis par :

3y-tz+1
W(P): -3x+2tz Ou't est un réel
tx-t2y+2 K
1) Pour quellesvaleursdet, M est-il Iemomentd’untorseur’) CO .u

2) Lorsgue M, est le moment d'un torseur, calcule; W réciser si ce torseur est un
glisseur, un couple. Déterminer (ﬁ %6
Exercice.3* @N "( O 5 "
Démont s[T EI@ X Si, et seulement s, il existe trois points non
alignés Iesquels I sont égaux.

Exercice.4

Lerepére R (O, T, ] K ) est orthonormé et orienté dans le sens habituel. a, b, et ¢ sont des paramétres
réels. On donne les trois vecteurs liés suivants :

2l
||

+b j D’origine A (1, 0, 0)

l

I|
—

D’origineB (1, 1, 0)

Pl
w

I
o

D’origineC (0, 0, 1)
Et on leur associe respectivement les glisseurs [G4], [G;] et [G4].

1) Montrer que[Gy] + [G;] est un glisseur, préciser son axe.
2) Onnote T=] R,U (P)] Letorseur [T] =[Gq] + [G,] + [G3]

a) Déterminer U (P) ou P est un point de coordonnées (X, Y, 2)
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Exercice.5

Un solide parfait S est constitué de deux parties collées: Un disque S; de centre O, derayon R et de
masse m, et un disque S, de centre C (OC=a), de rayon R/4 et de méme masse m (fig.2).
Le solide S tourne a la vitesse angulaire ® autour de I'axe (O,Z,) du repére fixe

Ro(O, Xy ,Vo:Z0)- Lerepere R(O, X,y,2) estliéausolideS.

1)
2)

3)
4)
5)
6)

7)

Déterminer la position du centre de masse G du solide S.
Calculer lamatrice d'inertie en O du solide S en appliquant |e théoreme de Koenig. En déduire

son moment d'inertie | zz par rapport al’axe( O, Z,) .
Calculer le moment cinétique en O du solide S.

Retrouver 1z du solide S en appliquant le théoreme de Huygens.
Calculer le moment cinétique en G du solide S.

Calculer le moment d'inertie Ig; du solide S par rapport a I'axe (G, Z,) appliquant le

théoréme de Huygens
Calculer I’ énergie cinétique Ec(S/Ro) du solide S.

¥
T -
X
(S2)
c
o o
& »
(S1)
Fig.2
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Laréaction du béti en O se limite a une force unique R et lecone (S) est dans le champ constant de
la pesanteur ( de densité massique d’ efforts — g Z,)).

Les résultats seront exprimés dans labase( U, W, 2) .

1) Calculer lesvecteurs vitesse et accélération V(A IRy) et v (AIR,) .

2) Caculer le moment cinétique en O du cone (S) par rapport aR,
3) Déterminer I’ énergie cinétique du cone (S) par rapport R,
4) a) Fairel’analyse desforces s exercant sur le cone (S).

b) Calculer le moment en O de ces forces, M o (ZIE) :

¢) Calculer la puissance dével oppée par ces efforts.

5) a) Peut-on écrirel’intégrale premiere de |’ énergie ? S'il y alieu, I’ expliciter.
b) A partir du théoréme du moment cinétique, appliqué au coéne (S) en O, trouver deux
intégrales premiéres.

c) Montrer que I'éguation régissant la variation de 6 se raméne a une équation de la
.2 \4
forme 6 =1 (0)quel’ on écriraexplicitement. CO u
6) Déterminer laréaction du bti R . a\e *

7) A quelles conditions peut-il se produireﬁ@) ents chours desquels la tige reste
horizontale ?

7 frot o ot O
8)el§c$e éa{t,p‘WJmoP enea,‘ c@t@ @%CO

Un solide de révolution S, homogéne et plein, est constitué par un hémisphere et un cylindre de méme

base. On désigne par ale rayon de cette base et H son centre. On note m la masse de S, G son centre
d'inertie qu’' on repére dans S par HG=hz (fig.2), A et C ses moments principaux d'inertieen G [C
moment d'inertie relatif a( G, Z)]. S est en contact, par sa partie hémisphérique uniquement, en un

point | avec un plan horizontal ([T) auquel est lié le repére R,(O, %X, ,Y,,2,) » Z,Vertica

ascendant et du c6té de S [c.a.d. OG. Z, >0]. Lerepere R(G,X,Y,Z) orthonormé direct est lié a
S. On repére la position de S dans R, par les angles d’ Euler habituels v , 0, ¢ et par les coordonnées
X e y dans R, de Ila proection orthogonale de G sur (IT). On note

ZogAu=vet ZAu=w avec y =(Xg,U).
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